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本 书 用 较 统一 、 较 普 记 和 和 较 新 的 观点 介绍 连续 介质 的 基本 力学 原 更 及 其 应 用 ， 置 点 摆 在 有 限 变 形 .本 构 
关系 ， 热 力学 和 公理 化 方法 等 礁 诬 较 大 的 内 容 上 。 前 五 党 在 少 而 精 的 原 购 下 。 雏 述 六 续 介 质 力学 的 基本 内 
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祺 .动力 、 十 建 、 采 信和 村 料 等 理工 科 专 业 的 研究 生 教 村 ， 亦 可 供 大 学 教师 、 工 程 研究 人 员 天 高 年 级 大 学 生 
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连续 介质 力学 领域 内 的 工作 者 现在 有 过 注视 该 学 科 近 些 年 来 在 新 
的 层 炎 和 广度 范围 内 深入 发 展 的 趋势 , 正 是 这 种 活跃 的 势头 孕育 着 连续 
介 硕 力学 某 些 难题 深 一 层 突 玻 的 新 布 望 ,也 孕育 着 与 它 的 发 展 密 不 可 分 
的 应 用 力学 与 工程 学 科 深 一 层 发 展 前 可 能 性 。 回 顾 自 1638 年 如 利 略 发 表 
其 名 著 “ 两 种 新 的 科学 ?以 来 的 有 关连 续 体 力学 的 发 展 史 ， 可 以 有 出 年 期 
的 力学 家 十 分 注意 在 较 大 范围 内 ,运用 力学 的 基本 原理 去 发 展 有 关 的 理 
论 ,概念 及 其 数学 描述 。 后 未 由 于 生产 技术 的 发 展 ， 分工 越 来 越 细 ,人 们 
被 迫 局 限于 很 小 的 范围 内 工作 ,与 这 种 状况 相 庆 应 ,力学 载 学 刁 研 究 也 
往往 局 限于 很 小 而 互相 割 肛 的 分 支 内 ,模糊 了 它们 的 联系 及 其 共同 基础 
的 研究 。 现 在 人 们 已 越 来 越 认识 到 这 种 方法 的 危害 性 ， 事 实 上 ， 那 种 脱 
离 了 整体 认识 的 专门 化 的 研究 是 难以 富有 生命 力 的 ， 而 那 种 在 庞 茶 、 互 
相 人 割裂 和 重复 的 力学 科目 下 培养 出 来 的 学 生 是 难以 把 握力 学 学 科 的 总 
靳 并 富有 创造 性 的 。 以 上 的 投 引 述 画 了 写作 本 书 的 背景 和 原动力 ,也 法 
定 了 本 书 的 内 容 和 这 求 的 上 月 标 ,具体 地 说 , 本 书 力 图 用 较 统 一 、 较 普遍 和 
较 新 的 观点 未 讲述 连续 介质 的 基本 力学 原理 ,目的 是 使 力学 工作 者 和 研 
究 生 从 具体 的 力学 分 支 中 得 到 的 理论 知识 综合 化 .深化 和 普遍 化 ， 以 穿 
透 锋 窜 力 学 分 支 的 壁 鱼 而 了 解 入 续 介 质 力学 总 学 科 的 概 狐 ;本 书 也 力图 
为 力学 学 工作 着 和 研究 生 们 更 富有 创造 力 的 工作 提供 一定 的 理论 基础， 
并 为 他 们 掌握 当代 连 续 介 质 力学 领域 内 的 新 的 学 术 思 想 和 方 法 论 提 供 
的 

AR 绿 私 万 继 等 名 念 难度 较 大 的 部 分 ， 以 及 有 有 
坚 于 解 边 值 与 初 值 问 题 的 解 


Wd 不 而 户 的 原则 下 介绍 有 限 应 变 、 

皮 时 运动 、 守恒 定律 及 应 力 嗓 论 & 扑 力学 的 基本 概念 和 简单 工程 介质 的 

未 构 闫 系 及 基本 方程 ， 也 涉及 到 某 些 宏观 规律 的 微观 解释 。 第 六 章 介绍 

次 弹性 材料 和 经 典 弹 性 理论 ,第 七 下 介绍 有 限 变 形 下 的 应 力 理论 ， 运 动 
4013513 
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方程 和 功率 方程 ,并 介绍 非 线性 场 论 的 有 限 元 要 义 和 超 弹性 材料 。 第 入 
章 则 用 sr 空间 及 其 子 空间 的 观点 介绍 连续 介质 的 不 可 北 热 力学 。 第 九 
章 则 结合 流 变 介质 的 分 析 , 集 各 种 研究 本 构 方 程 的 方法 于 一 章 ， 以 便 使 
读者 在 综合 性 地 学 习 与 运用 中 对 本 构 方 程 及 有 关 的 方法 论 得 到 更 深 的 
音译 与 掌握 ,其 中 还 较 详 细 地 讨论 了 本 构 方 程 的 客观 性 原理 ， 第 十 章 则 
专门 讲述 经 典 塑 性 理论 及 内 蕴 时 间 本 构 理 论 ,并 对 后 者 的 应 用 作 了 较 多 
的 冰 述 ， 本 书 为 适应 广大 读者 的 阅读 起 见 , 只 合用 了 笛 卡 尔 张 量 。 公 为 
了 满足 革 些 读者 的 需要 ， 在 “附录 ? 中 专门 给 出 了 张 量 分 析 等 数学 内 
容 ， 

本 书包 念 了 笔者 在 材料 本 构 闫 条 和 内 时 塑性 理论 等 方 面 的 一 些 研 
完工 作 ， 对 客观 性 原理 、Coleman 定理 和 不 可 着 热力 学 等 作 了 一 些 分 
术 与 探讨 ， 即 使 在 一 些 传统 内 容 的 叙述 上 ， 如 和 地 续 介质 的 基 本 模型 、 
经 典 迎 性 理论 、 弹 性 理论 和 有 限 变形 等 也 力求 有 所 前 进 和 创新 . 

本 书 初稿 写成 后 曾 在 上 海 交 通 大 学 工程 力学 系 给 培 系 及 外 较 的 研 
完 生 进行 了 讲授 ,然后 进行 了 修改 。 修 改 后 的 稿子 又 在 章 庆 大 学 赂 内 区 
时 间 本 构 理 论 研讨 班 成 员 及 研究 生 再 次 进行 讲授 。 初 步 实践 表明 ,前 五 
章 芍 需 20 学 时 ,可 适用 于 则 体力 学 和 流体 力学 等 专业 研究 生 的 需要 ; 后 
五 章 约 需 40 学 时 ， 人 和 偏重 于 国体 力学 方面 的 内 容 , 教 师 可 根据 教学 要 求 和 
学 时 数 选择 其 中 部 分 内 容 进行 讲授 ， 

本 书 从 写作 至 出 版 前 后 只 有 两 年 ,重庆 大 学 出 版 社 为 提高 本 书 的 质 
量 作 了 很 大 努力 ,特此 深 表 谢 忱 。 由 子 作 者 水 平 有 限 ， 缺 点 在 所 难免 ， 
葡 希 读者 批评 于 以 指正 . 
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第 一 章 导 论 
8 1.1 近代 连续 介质 力学 发 展 的 特点 和 展望 


大 约 从 1960 年 以 来 ， 连 续 介 质 力 学 在 更 深 的 县 次 和 更 广 的 范围 内 向 前 发 展 着 。 这 一 进程 
下 仅 在 认识 论 和 方法 论 上 给 力学 工作 者 以 新 的 启迪 ， 而 且 给 力学 带 来 了 新 的 活力 ， 鼓 舞 着 力 
学 工作 者 从 更 高 的 和 更 普遍 的 观点 把 所 本 学 科 的 发 展 规律 ， 开 辟 那 些 过 去 很 难 涉猎 的 边 绿 领 
域 和 禁区 。 纵 观 连 续 介质 力学 这 有 段 时 期 的 发 展 ， 不 难看 出 它 有 共有 下 述 四 个 密切 联系 的 特点 。 

首先 ， 它 摆脱 了 连续 介质 力学 与 热力 学 相 志 割 裂 的 局 面 ， 在 互相 渗透 、 互 相 补 充 的 综合 
过 程 中 向 前 发 展 。 众 所 周知 在 连续 介质 力学 发 展 的 早期 阶段 ， 它 处 理 的 只 是 几 种 在 特殊 情况 
下 工作 的 简单 介质 ， 例 如 在 材料 力学 和 水 力学 中 处 理 的 天 都 是 在 等 温 或 绝热 条 体 下 工作 的 线 
强 性 体 和 理想 流体 ,对 这 类 介质 常 可 不 卷 信 能量 平衡 ,而 列 出 只 包含 力学 量 的 一 组 第 分 方程 式 
去 决定 应 力 应 变 场 或 流动 与 压力 分 布 。 然 而 在 近代 由 于 大 量 新 材料 及 新 工 此 的 出 现 ， 也 由 于 
高 温和 变温 等 复杂 工作 条 件 ， 使 得 热力 学 量 与 力学 量 互相 耦 人 台 ， 例 如 在 焊接 、 铸 证 与 热处理 
等 工艺 过 程 中 ， 应 力 、 温 度 与 材料 爹 相 组 织 之 间 有 着 复杂 的 而 合作 用 ， 不 仅 温 度 要 引起 应 力 
场 的 变化 ， 而 且 相 变 释 放 的 法 热 也 要 店 变 应 力 场 与 温度 场 ， 因 而 连续 介质 力学 就 不 可 能 脱离 
热力 学 来 发 展 了 。 在 弹性 和 气体 动力 学 中 国 然 离 不 开 热 力学 的 基本 定律 ， 在 研究 本 构 关系 中 
热力 学 引入 的 约 东 条 件 、 概 念 和 基本 关系 的 意义 就 更 为 突出 了 。 从 连续 介质 热力 学 的 关系 和 
原理 来 看 待 生 力学 的 关系 和 原理 ， 则 后 者 只 不 过 是 前 者 在 特殊 情况 下 ( 例如 等 温和 绝热 ) 的 
表现 形式 。 这 就 使 人 们 可 以 从 高 的 县 次 和 更 大 的 系统 范围 内 来 考察 各 种 力学 问题 ， 发 展 新 概 
念 、 建 立新 模型 。 另 一 方面 ， 传 统 热力 学 处 理 的 是 平衡 态 或 拟 平 衡 态 的 艾 匀 系统 ， 例 如 通过 
象 体积 、 压 力 和 温度 等 状态 变量 去 描述 理想 气体 的 循环 过 程 。 然 而 若 使 研究 的 模型 与 实际 比 
较 接近 时 ， 就 必须 摆脱 平衡 态 的 束缚 去 发 展 非 平衡 态 的 热力 学 ， 摆 脱 均匀 、 闭 系统 和 诸如 箱 
永 等 在 发 展 热机 时 代 引 和 的 概念 ， 而 考虑 非 均匀 的 系统 。 这 就 喜 求 用 应 力 张 基 来 代替 压 力 ， 
用 应 变 张 量 来 代替 体积 ， 姥 必须 采用 连续 介质 力学 的 概念 和 方法 来 研究 热力 学 。 这 样 就 形成 
了 理论 物理 学 两 个 最 古老 的 分 支 他 互相 渗透 和 补充 的 局 面 ， 使 连续 介 质 力 学 的 发 展 建立 在 更 
坚实 的 物理 基础 之 上 ， 并 大 大 开拓 了 自己 的 解 究 领 成 ， 这 就 是 这 一 时 期 连续 介质 力学 发 展 的 
第 一 个 显著 特点 。 

第 二 个 特点 是 在 这 一 时 期 内 过 续 介质 本 构 关 系 的 研究 日 趋 活跃 。 这 主要 是 由 于 大 晤 实际 
问题 迫切 需要 建立 更 接近 于 材料 真实 响应 特性 的 模型 。 实 际 上 很 多 问题 已 不 能 用 经 典 的 模 
型 ， 如 线 弹性 ， 理 想 流体 和 牛顿 流体 来 加 以 解释 。 例 如 丁丁 的 相 转 时 的 伸 长 现象 ， 岩 石 的 荔 
胀 特 性 ， 高 分 子 类 弹 流 体 在 容器 内 旋转 时 的 忠 样 效应 (Weissenberg 效 应 ,图 1"15 ) ,及 粘 弹 演 
体 流 出 管 昌 时 间 四 周 膨胀 的 效应 ( Barus 效 应 ,图 1,285 ) 。 另 外 在 各 种 不 同 的 工程 问题 中 要 求 
处 理 具有 遗传 性 质 的 材料 ， 即 应 力 响 应 不 仅 与 当时 的 应 变 有 关 ， 而 且 还 与 变形 的 历史 过 程 有 
关 ， 这 些 都 对 本 构 关 系 的 研究 提出 了 迫切 的 要 求 。 促 使 力学 工作 者 越 来 越 重视 本 构 基 系 的 萎 
一 个 原因 ， 是 人 和 们 已 意识 到 本 构 关系 研究 的 落后 现状 必 将 影响 其 它 学 科 的 深入 发 展 。 蕉 昌明 
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Ca) 粘性 流 休 tb) 业 弹 流体 人 ta) 粘性 流体 (5) 炸弹 流体 
图 1.1 Weissenberg 训 应 图 1:2 Barus 效 应 

《3 也， Cr) 关于 本 构 关系 在 研究 断裂 与 疲劳 中 的 意 羡 的 下 述 讲话 可 从 一 个 侧面 来 说 朋 这 
一 问题 ,他 说 C1)，“ 除 非 某 些 基本 的 问题 被 加 以 和 解决， 断裂 力学 的 研究 将 面临 停滞 。 例 如 应 
当 发 展 一 种 方法 将 材料 特性 的 表 观 变化 与 由 于 损伤 (例如 室 隔 与 裂隙 的 出 现 ) 而 引起 的 材料 性 
质 的 内 蕴 变 化 区 别 开 来 ， 这 需要 发 展 一 种 现实 的 本 构 关 系 通过 宏观 变量 来 计 及 微 结 构 与 微 缺 
陷 的 影响 .疲劳 裂纹 扩展 是 应 能 从 这 一 观点 得 到 好 处 的 另 一 课题 ,损伤 积累 的 梳 念 必须 通过 症 
劳 过 程 的 路 径 依赖 性 质 弄 清楚 .” 可 以 说 明 这 一 问题 的 另 一 观点 是 ,在 应 力 分 析 工作 者 中 普遍 
感到 本 构 理论 的 研究 远 远 落后 干 计算 力学 的 发 展 。 现 在 的 数值 算法 已 可 以 处理 象 松 怨 ， 里 
变 、 循 环 加 载 和 大 变形 等 非常 复杂 的 变形 和 流动 情况 ， 但 所 用 的 本 构 模 型 却 常常 与 实际 相差 
其 远 《 例如 塑性 变形 后 的 印 载 和 循环 加 载 ) ， 这 就 会 使 那些 吊 贵 的 和 费时 的 非 线性 数 信 计 算 
失去 应 有 的 实用 价值 。 值 得 注意 的 是 ， 当 前 人 们 研究 本 构 关 系 的 热潮 是 在 各 种 条 件 已 具备 的 
由 况 下 少 现 的 。 除 了 上 面 提 到 的 高 级 计算 机 和 计算 力学 的 发 展 以 外 ， 近 二 十 年 来 发 展 起 来 的 
高 级 材料 试验 机 《 如 MTS 系 统 ，1nstron 系 统 ) ， 使 得 人 们 可 以 更 精确 地 研究 材料 的 力 学 性 
能 ， 检 验 和 发 展 各 种 模型 。 另 一 方面 是 理论 上 的 准备 ， 这 主要 指 的 是 理性 力学 的 复兴 及 含 内 
变量 的 不 可 赣 热 力学 的 发 展 。 现 在 我 们 先 对 后 者 作 进 一 步 的 说 明 ， 热 力学 在 本 构 理 论 中 的 成 
功 应 用 首先 应 归功 于 Biot， 他 在 五 十 年 代 将 含 内 变量 的 不 可 逆 热 力学 成 功 地 应 用 于 粘 弹 性 体 
的 研究 ， 这 一 进展 鼓舞 着 人 们 向 作为 过 续 介 质 力学 一 大 难题 的 塑性 理论 进军 ， 并 已 取得 了 可 
喜 的 进展 。 在 含 内 变量 的 不 可 北 热 力学 中 ,内 变量 被 考虑 成 能 够 宏观 地 表征 烤 料 内 部 组 织 状态 
变化 的 某 种 内 部 参量 ， 而 载 背 史 的 效应 可 等 价 地 用 对 应 的 热力 学 路 径 造 成 的 后 果 ~ 一 内 变量 
在 读 时 刻 的 一 组 完整 的 集合 值 来 加 以 代替 ， 不 可 逆 的 能 且 朱 散 则 表现 在 克服 阻碍 内 变量 变化 
的 广义 内 摩 斥 力 上 。 这 一 套 理论 上 比较 严格 应 用 起 来 又 较 简便 的 方法 ,为 考虑 材料 内 部 组 织 结 
构 变 化 对 宏观 本 构 关系 的 影响 ， 为 将 宏观 表象 与 微观 机 制 结合 起 来 的 努力 开拓 了 新 的 途径 。 

第 三 是 理性 力学 的 复兴 和 发 展 。 理 性 力学 这 一 名 词 最 初 是 Newton 采 用 的 ， 在 十 九 世纪 
以 前 已 有 了 相当 的 发 展 ， 如 两 种 坐标 下 的 应 力 应 变 描 述 、 守 恒 方程 和 广义 虎 克 定律 等 ， 但 由 
于 当时 数学 上 遇 到 的 困难 ， 在 十 九 世纪 末 页 后 的 一 段 历 史 时 期 内 基本 上 处 于 停 兆 状态 。 但 是 
在 近代 由 于 新 材料 的 应 用 越 来 越 多 ， 本 构 理论 的 发 展 趣 来 越 迫 切 ， 新 现象 和 新 问题 不 断 涌 
现 ， 迫 切 需 要 摆脱 狭隘 经 验 的 束缚 ,从 理性 上 加 以 租 括 和 提高 ; 男 一 方面 近代 数学 各 分 支 的 发 
展 也 为 在 新 的 层次 上 恢复 和 发 扬 力 学 与 数学 紧密 结合 的 古老 传统 开辟 了 可 能 ， 这 促使 了 理性 
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力学 在 1950 年 前 后 开始 的 复兴 ， 并 在 新 的 理论 基础 和 数学 工具 下 向 前 发 展 ， 这 一 进程 中 的 先 
驱 者 有 Truesdell，Noll 和 Coleman 等 人 。 理 性 力学 从 作为 公理 的 最 必须 的 基本 事实 出 发 ， 建 
立 起 与 基本 的 力学 和 物理 规律 不 相 了 矛盾 的 公理 系统 ， 并 由 此 运用 严密 的 数学 省 绊 去 进行 理性 
的 分 析 ， 使 理论 具有 较 大 的 普遍 性 。 理 性 力学 提供 了 人 们 人 研究 连续 介质 复杂 力学 行为 的 锐利 
武器 ， 极 大 地 推动 着 非 线 性 场 论 的 发 展 、 诚 如 Odgvist 所 说 C 2 3， 理 性 力学 学 派 “ 所 完成 的 
公理 化 方法 ， 证 明 对 于 洞察 非 线 性 国体 力学 的 复杂 课题 是 极端 重要 的 ， 因 此 应 用 力学 的 发 展 
得 感谢 这 一 批 年 轻 光辉 的 数学 家 不 辞 辛苦 地 打下 我 们 逮 题 的 基础 "理性 力学 学 派 的 这 一 努力 
有 人 比喻 为 古 埃及 量 放 尼罗河 沙 测 的 大 量 实 践 到 欧 几 里 德 几何 公理 体系 的 发 展 ， 其 蕴含 的 意 
义 是 会 在 历史 进程 中 进一步 显示 出 来 的 。 

第 四 是 重视 有 限 变 形 的 研究 。 弹 性 力学 作为 精确 理论 本 质 上 是 非 线 性 的 ， 并 进行 过 大 量 
的 分 析 ， 例 如 Finger1894 年 就 完成 了 超 弹性 (Hygerelasticeity ) 有 限 变 形 理论 的 研究 ， 但 由 
于 有 限 弹 性 理论 的 方程 元 长 、 繁 杂 而 难以 求解 ， 于 是 大 家 走 上 了 线性 化 的 道路 。 线 弹性 理论 
有 了 一 百 多 年 访 史 , 虽 在 工程 中 获得 了 重要 的 应 用 ,但 早已 处 于 强 既 之 未 。 近 慌 由 于 生产 技术 
的 发 展 提出 了 大 量 有 限 变形 的 问题 ( 例如 金属 成 形 、 薄 幢 结 构 、 裂 尖 场 、 地 质 构造 、 高 分 子 
材料 和 生物 组 织 的 分 析 等 ) 更 促使 几 谷 非 线 性 的 研究 日 趋 活 跃 。 另 : -方面 除 计算 机 的 发 展 使 
数字 计算 变 得 容易 以 外 ， 精 密 的 数学 分 析 工 具 也 日 趋 成 熟 ， 张 节 分 析 的 大 量 应 用 使 过 去 需要 
大 量 篇 幅 的 数学 公式 上 得 十 分 简单 清晰 ， 而 Cayley-Hamilton 定 理 又 使 张 量 多 项 式 的 最 高 阶 
数 降低 至 三 阶 以 下 ， 特 别 是 Rivlin 等 人 找到 了 一 些 简 单 而 重要 的 非 线性 问题 的 精确 解 ， 也 重 
新 哉 起 了 人 们 对 有 限 变 形 理论 研究 的 勇气 ， 在 刻 性 大 变形 理论 的 研究 方面 ,自从 Nagtegaai 和 
de Jong 在 1981 年 斯 坦 福 大 学 举行 的 塑性 大 变形 讨论 会 上 ， 报 告 他 们 计算 简单 剪 切 大 变形 时 
得 到 了 与 实际 不 符 的 摆动 前 应力 的 奇怪 结果 之 后 ，Truesdell 等 对 塑性 理论 的 批评 才 更 引起 了 
大 家 的 重视 ( 参见 193 页 和 109 页 ) 。 大 们 纷纷 从 本 构 关 系 客观 性 原理 的 要 求 出 发 ， 从 材料 的 
细 观 力学 到 宏观 响应 特性 待 多 方面 进行 了 研究 ， 乔 清楚 了 区 分 材料 本 身 的 旋转 与 连续 介质 力 
学 观 今 上 的 旋转 在 建立 大 变形 本 构 关 系 上 的 重要 性 ， 这 就 促进 了 有 限 变 形 的 研究 在 更 高 层次 
上 的 深入 发 展 。 

从 以 上 的 综述 中 我 们 可 以 看 出 非 线 竹 连 续 介 质 力学 的 研究 已 经 取得 了 重大 的 进展 。 展 户 
其 发 展 种 势 ， 可 以 预料 在 方法 论 上 它 将 更 多 地 从 分 析 走 向 综合 ， 从 限于 个 别 分 支 的 努力 ， 打 
大 到 包括 物理 、 化 学 、 数 学 和 材料 学 科 等 多 学 科 的 相互 渗透 和 进行 大 系统 的 研究 ， 并 注意 将 
宏观 的 表象 与 物质 内 部 组 织 结构 的 变化 联系 起 来 。 近 代 连 续 介质 力学 有 坚实 的 理论 基础 和 新 
蜂 的 方法 论 ， 有 严密 的 数学 分 析 工具 和 音速 的 数字 计算 机 ， 以 及 有 现代 化 的 实验 设备 作为 后 
后 ， 不 难 想象 这 将 意味 着 连续 介质 力学 从 总 体 到 各 分 支 深 一 层 发 展 的 新 的 希望 ， 也 孕育 着 那 
此 与 工程 科学 紧密 相连 的 应 用 力学 学 科 ， 如 痿 劳 、 强 塑性 断裂 力学 、 弹 塑性 结构 力学 、 复 合 
材料 力学 .金属 成 型 、 非 牛顿 流体 力学 、 弹 塑性 冲击 与 稳定 和 好 下 工程 力学 等 在 实际 应 用 中 取 
得 纵深 进展 的 可 能 性 ， 而 这 -一 切 必 将 产生 巨大 的 社会 经 济 效益 。 作 为 力学 工作 者 我 们 应 当 认 
真 注意 这 一 动向 ， 提 高 和 开阔 视野 以 便 掌 握 近 代 力 学 的 发 展 规律 增强 信心 和 勇气 ， 大 胆 好 
和 不 断 深入 进行 连续 介质 力学 及 其 应 用 的 研究 ， 我 们 也 应 当 大 肥 并 拓 新 领域 ， 勇 于 进行 横 门 
学 科 间 区 罕 插 ， 在 这 一 过 程 中 发 展 新 的 概念 和 方法 ， 为 祖国 的 力学 事业 作出 应 有 的 页 献 。 


$1:2 宏观 无 穷 小 、 微 观 无 限 大 的 连续 介质 力学 模型 


连续 介质 力学 的 深 人 人 发展， 要求 建立 作为 其 分 析 基础 的 概念 更 清晰 的 寞 型。 连续 介质 力 
学 属于 唯 象 理 论 ， 它 不 采用 物质 的 宏观 行为 由 粒子 理论 推出 的 本 质 论 的 观点 ， 而 采用 连续 介 
质 的 假设 ， 使 得 与 韦 续 场 论 有 关 的 数学 分 析 都 可 无 困难 地 进行 。 由 于 这 种 方法 远 较 本 质 论 简 
单 实用 ， 且 由 于 它 所 仿 据 的 是 宏观 实 难 ， 而 所 得 的 结论 仍 用 于 宏观 世界 ， 因 此 又 是 合理 的 ， 
这 使 得 它 的 应 用 极为 广泛 。 但 是 由 于 连续 介质 的 概念 是 一 种 数学 上 的 抽象 ， 因 而 当 将 它 用 到 ， 
真实 的 物理 世界 时 必须 十 分 谨慎 ， 应 当 注意 将 连续 介质 的 观点 与 粒子 论 的 观点 很 好 地 协调 起 
来 。 解 决 这 一 “实际 粒子 离散 ”和 “模型 介质 连续 ”概念 上 困难 的 办 法 是 宏观 无 限 小 和 微观 无 
限 大 的 模型 [26]。 这 一 模型 认为 在 连续 介质 中 所 使 用 的 微 元 体 ( 或 微 系统 ) 不 是 一 个 点 ， 它 应 
包含 大 量 的 粒子 ,以便 从 物理 的 观点 来 看 , 它 使 温 谋 、 炳 、 质 量 和 能 县 密度 等 具有 了 确定 的 物理 
网 钥 ， 另 一 方面 它 又 足够 小 ,以 致 从 场 的 分 析 的 观点 来 看 , 它 在 无 穷 小 的 尺寸 范围 内 均匀 性 的 
假设 对 场 论 中 数学 分 析 引 起 的 误差 可 以 忽略 不 计 。 这 种 宏观 无 限 小 和 微 现 无 限 大 的 模型 表面 
上 泪 有 些 奇 怪 ， 实 际 上 是 一 种 很 有 用 的 研究 连续 介质 的 热力 学 模型 。 当 然 这 种 唯 象 学 的 模型 
也 有 一 定 的 实用 条 件 ， 如 果 考 赛 的 范围 小 到 与 材料 的 特征 尺寸 密切 相关 的 某 种 尺度 以 下 ， 读 
模型 的 误差 就 可 能 是 很 大 的 。 例 如 地 表 上 的 空气 在 室温 下 的 特征 尺寸 ( 平均 自由 路 径 ) 大约 
是 5x 10-" 厘 米 *， 关 此 如 果 考 虑 空气 围绕 飞机 的 流动 ， 我 们 可 以 考 中 空气 是 连续 介质 ， 而 对 
水 分 子 来 说 ， 其 特征 尺寸 大 约 是 1 4(10": 厘 米 ) ， 如 果 我 们 考虑 的 问题 中 的 尺寸 小 于 10 "是 
米 ， 则 由 此 模型 引入 的 误差 就 会 是 很 大 的 。 

顺便 指出 ， 习 惯 上 党 把 物体 分 为 国体 和 流体 ， 把 材料 分 成 弹性 体 和 粘 弹 性 体 等 ， 实 际 上 
这 些 颖 念 都 是 相对 的 ， 有 条 件 的 ， 它 们 同 物 质 的 结构 、 载 荷 特 性 和 环境 有 关 。 在 一 定 温度 下 
缓 缓 拉 伸 狐 青 ， 它 的 变形 近似 二 流体 的 流动 ， 如 杂 在 高速 拉 伸 下 ， 其 试 样 则 呈现 固体 断裂 时 
那 种 哆 性 断口 ， 如 果 在 人 类 通常 的 活动 时 间 内 考察 地 壳 的 变化 是 难以 观察 出 地 球 的 变形 的 ， 
但 如 果 从 地 质 构 造 的 长 远 周 期 来 考察 地 这 的 变化 ， 则 安 发 现 地 这 也 在 锋 变 。 后 面 这 一 情况 促 
使 我 们 象 特 征 尺寸 一 样 引 人 特征 时 间 的 概念 ， 以 便 与 外 界 的 作用 时 间或 观察 时 间作 相对 的 比 
较 ， 在 第 丸 章 中 将 要 引 人 的 松 驰 时 间 就 可 以 作为 特征 时 间 的 例子 。 如 果 两 个 地 质 《 或 煤层 ) 
构造 ， 一 个 特征 【 松 驱 ) 时 间 长 而 另 一 个 短 ， 则 在 同样 的 地 质 力 作用 十 ， 一 个 可 能 不 会 造 
成 损害 而 另 一 个 可 能 在 较 短 财 间 内 造成 较 大 的 里 变 而 塌方 。 


"这 里 引 人 的 数据 引 自 参考 文献 [4 4 
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第 二 章 ”有限 形变 与 应 变 


本 章 研 究 连续 介质 域 的 变形 。 假 设 一 点 处 的 变形 只 与 读 质 点 无 限 小 邻 域内 各 质点 间 的 相 
对 运动 有 关 ,而 与 有 限 距离 质点 的 运动 无 关 。 研 究 的 内 容 包 括 参考 标 架 的 选择 、 构 形 的 描述 和 
如 何 从 质点 邻 域 的 运动 中 分 离 出 纯 变 形 部 分 以 及 质点 邻 域 变形 的 合适 度量 方法 ， 这 种 研究 是 
纯 蕊 何 学 的 。 在 研究 变形 时 ， 暂 不 若 虑 引起 变形 的 力 和 连续 介质 的 物性 ， 对 变形 的 大 小 则 不 
加 限制 。 


21 构 形 、 变 形 和 流动 、Lagrange 描 述 和 Euler 描述 


考虑 巡 续 介质 构成 的 集合 。 所 谓 “质点 ”《 Particle ) ， 是 指 构成 沁 续 介质 的 某 一 无 
限 小 物质 部 分 。 而 所 谓 “点 ”《 Point ) 则 指 占据 空间 某 一 确定 位 置 的 几何 点 。 我 们 假设 集 
台 人 2 的 每 一 质点 占有 确定 的 空间 点 位 置 ， 而 中 。 中 的 每 一 空间 点 也 恰 为 一 质点 所 占据 。 质 点 
与 空间 点 的 这 种 对 应 关系 是 双向 单 值 的 ， 即 集合 如 .对 应 的 空间 域内 充 钳 着 连续 介质 。 

称 所 研究 的 连续 介质 集合 台 。 在 空间 所 占据 的 域 为 构 形 (Configuration ) 。 任 意 朋 时 的 
构 形 记 为 *， 连 续 介 质 构 形 随时 间 约 变化 称 之 为 运动 或 流动 。 流 动 一 词 常 用 以 着 重 指明 连续 
介质 运动 的 整个 过 程 ， 而 在 塑性 力学 中 流动 则 带 有 引起 永久 变形 的 运动 的 含义 。 

术语 “变形 ” 指 已 变形 的 构 形 相对 于 初始 ( 未 变形 ) 的 自然 构 形 的 改变 。 运 动 不 一 定 产 
生变 形 ， 只 有 当 连 续 介 质 域 中 各 质点 间 有 相对 运动 时 才 产 生变 形 。 人 斌 究 构 形 的 变形 就 是 确定 
由 初始 构 形 到 变形 构 形 间 的 相对 运动 ， 以 得 到 变形 场 的 恰当 描述 。 研 究 变形 时 ， 我 们 强调 的 
是 初始 构 形 与 用 时 构 形 闻 的 相对 关系 ， 而 不 去 注意 中 间 构 形 或 经 过 怎样 的 路 径 才 从 初始 构 形 
达到 用 时 构 形 。 

为 了 研究 连续 介质 的 流动 和 变形 ， 必 须 选 择 一 固定 的 币 卡 尔 坐 标 系 ， 并 选择 某 一 特定 肯 
时 的 构 形 作为 参考 构 形 % 去 考察 构 形 的 变化 。 参 考 构 形 的 选取 是 任意 的 ， 不 失 .-- 般 性 ， 可 取 
+ = 0 时 刻 或 未 变形 状态 的 构 形 作为 参考 构 形 。 参 考 构 形 中 的 质点 了 在 固定 德 卡尔 坐标 系 中 以 
大 写字 母 XCX,, 久 ,, 鲜 ;) 表 之 。 不 论 物 体 怎 样 运动 ， 该 质点 在 参考 构 形 中 的 坐标 是 确定 不 变 
的 。 这 样 ， 这 类 坐标 就 可 作为 识别 各 “质点 ” 的 标记 ， 因 此 称 X 为 物质 坐标 。 今 后 简称 物质 
坐标 为 X 的 质点 为 “质点 X”。 

在 + 瞬时， 质点 X 运 动 至 空间 点 x (x1,Xz,%s) 位 置 《 以 小 写字 母 表 之 ) 。 显 然 x 是 质点 物质 
坐标 和 时 间 为 函数 ， 记 为 

X= X(N, + ), (1'1) 

坐标 x 可 作为 识别 “空间 点 ”的 标记 ， 在 不 饲 的 时 刻 它们 由 不 局 的 质点 X 所 占有 ， 故 称 x 为 空 
闻 上 坐标 。 

连续 介质 梨 台 人 纪 。 的 参考 构 形 和 及 时 构 形 可 用 不 同 的 坐标 架 来 确定 ( 图 2'14 ) 。 本 书 中 为 
简化 起 见 采 用 同一 个 第 卡尔 坐标 架 作 为 物质 和 空间 举 标 架 ( 图 2"18 > 。 


双 闻 局 形 与 奏 时 构 形 


采用 不 同 的 坐标 此 采用 问 一 个 瞧 标 架 
图 2.1 物质 与 空间 坐标 架 


在 连续 介质 力学 中 ， 物 理 和 力学 参量 可 用 物质 坐标 X 为 让 变量 来 描述 ， 称 为 物质 摘 述 或 
Lagrange 描 述 ， 也 可 以 用 空间 坐标 x 为 自 变量 来 描述 , 称 为 空间 描述 或 Euler 描 述 ,物质 描述 给 
出 了 任 一 质点 在 任意 瞬时 的 物理 参量 的 值 ( 如 密度 , 速 诈 等 ) ,这 样 所 有 质点 的 信息 就 给 出 了 过 
续 介质 场 的 充分 描述 ,空间 描述 给 出 的 则 是 任 一 空间 点 在 任意 钥 时 的 参量 值 .显然 ， 不 同 瞬 时 
该 空 间 点 将 为 不 同 的 质点 所 占据 。 可 以 形象 地 将 空间 描述 比喻 为 交通 警察 对 村 道上 汽车 运动 
情况 的 描述 ,而 物质 描述 则 比喻 为 读 街 道上 所 有 汽车 司机 对 汽车 的 位 置 和 运动 速度 等 的 描述 。 
在 研究 运动 学 时 采用 Lagrange 描 述 较 简单 ， 而 研究 静 力 学 或 动力 学 时 却 带 来 复杂 化 ， 此 时 ， 
空间 描述 乾 能 得 但 简 单 的 表达 式 ,不 过 这 两 种 描述 是 可 以 互 换 的 , 若 设 某 物理 量 的 空间 描述 为 


ftx, i Je (12 ) 
将 (1: 了 D 代 入 其 中 ， 就 将 空间 描述 变换 成 了 物质 描述 
pr fCXCX, 1 ), + = gCX, +), 《1*3 ) 
设 式 41.1) 的 函数 为 单 值 、 连 续 、 存 在 一 阶 韦 续 依 导数 ， 且 其 雅 可 比 行列 式 在 给 定 域 中 满足 
-| ， 
{= ax 1°4) 


则 存在 唯一 的 反 图 数 - 
X=XCX, F )》。 (15) 
于 是 其 参 变 最 p 的 物质 描述 p= gCX, + ) 可 通过 式 (1'5) 道 变换 为 原来 的 空间 描述 式 (1'2 )， 
即 . 
p= gC Xe, fy), t I= fx, + )。 (C1.6) 
在 进入 讨论 变形 之 前 ， 我 们 先 对 狗 量 和 张 量 的 符号 及 其 运算 的 奏 示 作 下 述 规定 。 

. 标量、 矢量 和 张 量 的 符号 表示 ，( 1 ) 矢量 及 由 其 元 素 构成 的 列 矩 阵 用 粗 体 大 写 或 粗 体 
小 写字 母 才 示 ,而 其 行 矩 阵 虽 用 转 置 来 表示 。 二 阶 张 量 及 其 元 素 构成 的 矩阵 用 粗 体 大 与 或 粗 体 
小 写字 母 岩 示 。 例 她 下 面 即将 讨论 的 Almansi 应 变 张 量 及 其 元 素 构 成 的 矩阵 用 粗 体 小 写字 人 母 
e 表 示 。 二 阶 张 最 有 时 也 用 字母 下 加 波纹 号 来 表示 ， 例如 应 力 张 量 可 记 为 T。( 2 ) 几 标 量 
用 自体 字母 表示 。 基 量 和 张 量 的 分 量 ， 用 带 下 标的 白 体 字 母 表示 。 车 为 物质 坐标 系 { 参考 构 
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形 ) 中 的 分 量 ， 其 下 标 采用 大 写字 母 , 若 为 空间 坐 蒜 系 ( 肯 时 构 形 ) 中 的 分 量 , 其 下 标 采用 小 写 
字母 。 有 些 张 量 如 变形 梯度 的 分 量 已 5 = 区-， 联 系 荐 初始 构 形 与 用 时 构 形 ， 则 其 下 标 为 浊 
合 的 ， 既 有 小 写字 母 下 标 : ， 叉 有 大 写字 母 下 标 /。( 3 ) 矢量 和 张 量 分 量 偏 导 孝 的 表示 法 ， 


车 对 物质 从 标 求 偏 导数 ， 则 采用 逗号 后 加 大 写字 母 的 下 标志 示 ， 例 如 iJ 表示 忆 守 。 若 对 空 


间 仙 标 求 偏 导数 ， 则 采用 过 号 后 加 小 写字 母 的 下 标 表示 ， 例 如 表示 By 68x,。 

矢量 和 张 量 的 运算 表示 法 : 〈1 ) 矢 量 a 和 h 的 标 积 用 ab = ai8, 表 示 ， 空 们 的 矢 积 用 axh 
= eijsGjb4e8: 表 示 ， 式 中 8 为 箔 卡尔 坐标 轴 方 向 的 单位 笑 量 ， es 为 Ricci 符 号 。《 2 ) 两 个 二 阶 
张 量 A 和 B 的 次 积 仍 为 二 阶 张 量 CS， 或 用 分 量 记 法 记 为 C= A448i,， 或 用 朱 阵 符号 法 记 为 C= 
ABC 注 刻 ， 这 并 非 并 笑 记 法 )}。 若 对 调 内 积 次 序 ， 即 求 B 与 入 的 内 积 ， 则 变 为 男 一 二 阶 张 量 D ， 
记 为 D;, = Ba 或 B = BARA。 一 个 二 蛤 张 晤 名 与 一 矢量 b 的 内 积 仍 为 一 活 量 c ， 或 用 分 量 记 法 
记 为 Ci= 45， 或 用 矩阵 符号 记 法 记 为 C= Ab， 矢 量 在 矩阵 乘法 中 一 律 视 为 列 矩阵 ， 若 对 调 
两 者 的 内 积 次 序 ， 得 另 一 拓 量 ， 记 为 di;= 04: 或 d=bTA， 这 里 b7 为 b 的 转 置 《 即 为 行 抵 
阵 ) 。 


$2-2 变形 梯度 和 极 分 解 


过 续 介 质 的 运动 可 由 (1.1) 式 表示 。， 当 连续 介质 各 质点 间 存 在 相对 运动 时 ， 介 质 就 产生 


了 变形 。 
考虑 黄 个 无 限 接 近 的 质点 X 和 X+ dX， 经 过 变形 后 其 矢 径 差 已 从 qdX 变 为 qx， 则 在 瞬时 构 


形 x* 中 ， 它 们 分 别 占 有 空间 位 置 x 和 x+dxy 且 由 (1) 式 有 *= XC(X, ft ), 


其 分 量 为 ， 和 ;二 和 (和 7 (21a) 
及 xX+adx—X(X +dX,t), (2"1b ) 
质点 X 相 对 于 参考 构 形 的 位 移 则 为 《图 2* 15) 

. U= XCXK,+) 一 其 (‘2°20 ) 
或 Wi= Xi Xr (= (C22) 
将 dx 用 dX 峰 示 ， 并 写成 分 晤 形式 为 

/ due RK, (2.93) 


上 起 可 由 式 (2.10) 展 成 台 劳 级 数 并 忆 去 高 次 项 而 得 到 。 量 3x./3X, 称 为 变形 梯 庚 的 分 量 ， 变 
形 梯度 为 二 阶 张 量 ， 以 符号 F 宇 -3X- 表 示 


”Bx Xi Bx 
| 3X1 3X1 3837 
| | IFit Ft Fy 
Bx x» Oxs _ iF F 

agri BXI BX | 2 Ful Pa 
Bxs xs Oxs | Folt Fsy Fs / 
(BF DT dXl1 


F=_0. 二 (2"d0 ) 


2X 


a 


其 分 量 由 式 (2'2 8 ) 可 得 


Fi 3 tt 2.4p } 
式 中 w= (2r4c ) 
按照 前 他 中 的 规则 ， 和 将 矢量 写成 列 阵 ， 则 由 式 (2,3) 可 得 
dx = FdX (2.5 ) 
变形 梯 诬 反映 了 质点 X 邻 域 的 相对 运动 。 式 (2.5)》、(2,3) 表 明 ，ax 与 dX 间 成 线性 关系 。 
变形 梯 座 的 行列 式 
= dot 和 所 1 (2.6) 


称 为 雅 可 比 行列 式 ， 它 给 出 了 质点 基 邻 域 无 限 小 单元 的 瞬时 构 形 与 参考 构 形 的 体积 比 《 参看 
《 5:2) 式 ) 9 
变形 梯 座 F 为 非 闸 异 张 量 ， 畔 此 具有 逆 张 改 F !， 其 分 县 7) 


Pi! Lu, (2°7) 
但 变形 梯度 不 能 作为 变形 程度 的 全 适度 量 。 事 实 上 能 作 
为 变形 程度 度量 的 量 的 必要 条 件 是 刚体 运动 时 它 应 保持 不 
变 ， 而 F 不 汶 足 此 条 件 。 例 如 ,物体 金 Z 轴 作 刚 体 转 动 时 由 
(图 2'2 ) 有 : 
{< "escO ro) = Kcosg— Ysing 
y=rsinth + ea) = Xsing + Ycosd 
Ls 2 


财 由 (2.4G) 得 
cosp —sing 站 
Fa cos 有 0 | 三 const。 图 2.2 绕 Z 轴 转动 
0 0 1 
这 说 明 变 形 梯度 包括 了 X 点 邻 域 的 变形 和 转动 。 我 们 将 变形 梯度 分 解 为 变形 和 转动 两 个 要 继 
的 过 程 。 
根据 张 量 极 分 解 定理 [ 参 见 附录 CJ， 非 奇异 方 阵 F 可 唯一 地 分 解 为 下 而 两 个 溢 积 之 一 
F=RU, F= YR, (2.8 ) 
其 中 只 为 正 交 和 矩阵 ， 即 RR 满足 
RTR = RR?7=|¢ 单位 矩阵 》， (2*9 ) 


而 U 和 VY 为 正定 对 称 知 阵 。R 反 映 质 点 X 的 邻 域 绕 过 X 的 瞬时 转动 轴 近 刚体 转动 ， 而 U 和 Y¥ 则 反 
坪 X 邻 域 的 变形 。 事 实 上 ， 由 

dx= FdX= RUdX = Rdy, 《2.106 ) 
式 中 dy= UGX， 《3.105 ) 
可 见 ， 第 一 种 分 解 F= RU 将 相对 适 动 分 解 为 顺序 的 两 步 ， 第 一 步 dX>dy, 第 二 步 dy>dx 。 
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rn wuroulnthorvcawkut 一 


首先 ， 因 U 为 实 对 称 阵 , 故 存在 三 个 正 交 的 主 方向 NN 使 得 UN, = UNi( 对 重复 下 标 不 求 和 )， 
当 坐 标 轴 取 此 三 个 方向 时 ，U 成 为 对 角 阵 


Ul 0 0 
U= 1,10 UI | 《2*10c 》 
0 0 UE; 
因此 ,dy1 = UIdX1I {不 作 和 ， 工 =1,2,3) {2.10d ) 


dy1 为 沿 主 方向 的 伸 长 ， 其 主 伸 长 比 为 U1， 着 定义 工程 应 变 为 E1 = 2 了 cs ， 则 下 1 
=U1 -1。 即 第 一 步 反 映 的 是 纯 变 形 。 其 次 ， 由 
ldx] :=dxidx =dy?R'RAdY = dy"™dy = ay ‘(2.10e ) 
可 以 看 出 ， 作 第 二 步 运动 时 ， 读 点 邻 域 任意 两 点 名 之 距离 保持 不 变 ， 即 作 刚体 转动 。 
当 作 第 二 种 分 解 时 ， 则 有 
dx = YRdX = Vdy 2119) 
式 中 dy = RaX (2*11b ) 
此 时 第 一 步 先 作 纯 转 动 dX->dy， 第 二 步 作 纯 变形 dy->dx。 
这 两 种 相对 运动 的 步 哑 示 于 (图 2.3(07 和 (ce) ) 。 


人 


{prF=RY 


J 


tcF=YR 
图 2:3 PP 点 邻 咸 运动 的 分 解 


由 此 分 解 可 多 ， 一 个 可 变形 的 无 限 小 单元 体 在 微小 时 间 笨 隔 内 的 变化 可 看 成 三 种 运动 形 
式 的 合成 ， (1) 跟随 单元 体 中 某 质点 X 的 平移 ，(?) 绕 过 该 质 点 的 某 膀 时 转动 轴 的 转动 ，( 3 ) 
沿 过 该 质点 的 三 个 主 方向 的 伸 长 或 缩短 。 

表示 纯 谈 形 的 张 量 U 和 V 由 于 它们 在 极 分 解 时 各 位 于 有 的 右边 和 左边 ， 故 分 别称 为 “ 右 ” 
和 “ 堪 ”Cauchy-Green 伸 长 张 量 。 两 种 促 长 张 量 之 间 及 它们 与 变形 梯 麻 F 间 的 关系 可 由 式 
《2"8? 求 得 如 下 

U= RTVR，V= RURT (2.12 ) 
U:=UrU = UrRrRU -= FrF =(C (C20130) 
V:= VV'= VRRTVT= FF7=B 


C 与 B 的 分 量 表达 式 可 由 式 (2.40) 求 得 为 


C= FF;, = Bxs OX 2.135 
了 了 ri kr BX pF « 1 ) 

B;; =F ， ge ji 二 A Xi _OX; 2*13c 
“ OXEk OXE ( ! ? 


可 见 C、B 为 对 称 张 量 ， 并 分 别称 为 右 和 左 Cauchy-Green 张 县 。 
例 2.1 已 知 变形 场 为 x = 2 XX Xt 加 = 克 ， 试 求 右 和 在 Cauchy 


Crzetn 介 长 张 量 U 和 YY 及 此 主 值 和 夹 同 。 
解 ， 根 据 式 (2.4e7， 变 形 梯度 F 为 : 


s -1 0 
二 2 0 (a) 
\g 0 1 
由 此 得 
5 4 0 
Us=FF=I4 5 0 Cb) 
0 0 1 
为 了 求 得 出 和 U 的 主 方 向 ， 先 写 出 上 式 的 特征 方程 如 下 
i5-4 4 0 
4 5-4 0 =0 {ce) 
0 0 -如 
展开 得 (1 -A CCG ~A) -16I=0 (Cd) 
解 之 得 特征 方程 的 特征 根 为 : 
N=9, k=1, h=1,。 (e) 


设 对 应 于 特征 值 入 的 正规 化 特征 和 关 量 ( 也 即 主 值 方向 的 单位 矢量 ) 为 Ne， 则 由 其 定义 可 得 
UiN’ AN’ =0 (f) 
及 N/TN’= 1 (9) 


将 i = 9 及 起 (5 ) 表 达 的 Uz 代 入 式 (/ )， 并 应 用 正规 化 条 件 (9) 可 得 [ 出 ) = ( 池 


学 >，0 )。 但 由 于 特征 根 六 和 4 相同 ， 故 由 和 Ns 是 不 定 的 《 从 如 平面 应力 状态 中 主 应 力 
相同 的 情况 一 样 》 。 在 此 情况 下 我 们 可 取 任 一 对 正 交 的 N: 和 Nis， 并 使 它们 与 入 垂 直 ， 例 如 
,YN 了 1 1 AN 
取 ( N:) "(Fr -Fs 0 ) 和 ( Ni) =(0,0,1) 
注意 到 U 的 主 值 k=/ 4 ， 则 得 U 之 主 值 为 4.= 3， 加 = 加 =1， 而 U 的 正规 化 特征 矢量 
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N 与 由 的 特征 矢量 N’ 相同， 即 凡 = N 。 由 此 得 


4 0 0 | 2 1 用 
UU= (N,N, Ny 0 i 1T Ni |j =|.1 2°*0 
了 了 
\0 J 0 0 1 
由 此 ‘ 2 -1 0 
| 3 3 
ua 1 ， 
3 3 ¢ 
站 0 TI 
和 3 _4 
全 5 9 
R=FU-:=-| 4 3 
5 5? 
0 0 1 
而 26 _7 1 
25 25 
V=FR7=| -7 ?4 1 
25 25 
0 0 1 


不 难 证 明 V 的 主 值 和 1 的 主 值 相 同 ， 也 为 4=3，，4s= 加 =1， 而 Y 的 正规 化 特征 矢量 
NN 可 将 N 经 过 旋转 R 而 得 到 ， 即 = RN。 由 此 (ND)7= 【元 382 1 )， 由 于 如 和 


1 相同 ， 主 方向 N: 和 N: 亦 不 定 ， 但 应 同 Ni 正 交 。 
由 上 例 可 见 ， 灌 伸 长 张 量 U 与 ¥ 在 一 般 情况 下 须 卷 入 4 或 Y 的 平方 ， 因 而 是 比较 困难 的 。 
为 此 引入 Green 与 A&Almansi 应 变 张 量 。 


$2.3 有 限 应 变 张 量 及 其 不 变量 


考虑 变形 前 体内 任 一 质点 P 与 PP 倪 域内 的 另外 两 
质点 Pi. 和 记 , 它 们 分 别 构成 无 限 小 物质 线 元 PP 和 PP:， Xx 
并 分 别 用 矢量 dX 和 6X 表示 (图 2*4》;。 两 矢量 间 夹 角 
为 b ， 长 分 别 为 dse 和 56s。 方向 余 荡 分 别 为 六 7 = 
dXrrdso 和 好 ;= 6Xi/6so。 变 形 后 在 t+ 有 瞬时， 此 两 
名 量变 为 dx 和 6x 两 者 夹 角 变 为 ， 长 分 别 变 为 ds 和 
3s， 方 向 余 足 分 别 为 市 = dxi/ ds Pm: = x/ as。 

变形 后 与 变形 前 此 阮 拓 量 标 积 之 莽 可 反 陕 诬 夺 点 
五 郎 域 的 变形 算 谋 图 2.4 了 战 吝 城 的 送 动 


心 
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rn mr 


dxTOx ~ CXTSX = dXTCPTF ~ OX = 2dX7ESX {3°1) 
其 分 县 形式 为 
dxidxy — dKrOXKk=2EdXdY, 、 《3*2 ) 
变形 后 与 变形 前 两 和 关 量 标 积 之 差 还 可 写 戌 
dx76x — dXTOX = dx7IGx -dxTCP-DT7F-13x = ax7C1- (FFT -IJGx 


= 20 Tedx (3.30) 
其 分 县 形式 为 . 
Ex — dXnONK = 33rd dx; 《33 ) 
C 3,1} 和 (3+39) 式 中 E 和 8 为 无 因 次 的 用。 
zdLFrF = LC- ， 
E za FF DD 2C |) 《344 ) 
= 一 Ty™1 =.L 一 县 -1! . 
8 zl (FETY™1) 2 号 -1 (3.5 ) 


当 了 质点 的 无 限 小 邻 域 作 刚 体 运 动 时 ,三 角形 元 素 PP 号 在 运动 中 不 改变 其 形状 和 大 小 。 此 时 
《341) 与 (3,39) 左 边 之 值 为 0， 则 应 有 E = 0 和 e = 0。 即 E 和 e 满 足 作为 变形 程度 度 最 的 必要 条 
件 。E 和 分 别称 为 Green 和 和 Almansi 应 变 张 县 ,它们 为 二 阶 对 称 张 量 ,由 4631) 和 C330) 可 见 ， 
E 是 菇 于 初始 构 形 描述 的 应 变 张 最， 而 8 则 是 基于 瞬时 构 形 描述 的 应 变 张 早 。 由 3' 录 式 ， 
(35) 式 (2. 惫 ) 式 和 (2.7) 式 ，E 和 8 的 分 量 分 别 为 


Er= 寺 (PirPo -sm = 二 ( 囊 色 -5 ) (3.6) 

ey- 二 (By - FR PE ) =+(6, -2 (3.7 ) 
注意 到 式 (2,26)， 则 上 式 还 可 用 位 移 分 量 表示 如 下 

E14( 交 :区 ! 弟 从 ) 3°8) 

“(部 ' 急 - 保 况 ) oo 


由 于 E 为 一 阶 对 称 张 县 ， 因 此 在 参考 构 形 中 过 质点 存在 三 个 互相 正 交 的 变形 主轴 。 以 
主 辕 为 局 部 笛 卡 尔 坐 标 系 时 E 变 为 对 角 阵 ， 其 主 对 角 线 元 素 已 / 即 为 Green 应 变 张 量 主 值 ， 它 


由 下 列 三 次 方程 求 得 

Ea TEI+IIYF -=0 (3+:10) 
式 中 人 1、TLEy、Z(D) 为 应 变 张 县 E 的 三 个 主 不 变相 

Tl)= 五 KK | 

I)= bererunExrwEm = 3 EErr ~ ExErx (3111 ) 


I (B= EenrerunBrEuE rn detE | 


在 求 得 E 的 主 仙 后 ，Green 应 变 张 量 E 的 主轴 的 方向 余弦 Ny 由 解 下 列 方程 组 求 得 ; 
12 | 


Er- FornN,=0 》 Yjy 
Nri=1 

变形 后 此 三 主轴 仍 保持 互相 垂直 ， 且 即 为 AI]mansi 应 变 
张 量 s 的 主轴 方向 。 

对 Almansi 应 变 张 基 e， 可 作 与 上 面 完全 相同 的 论 
述 。 

例 2.2 设 物体 作 平面 运动 ， 其 过 程 由 两 步 构 成 ; 
中 各 质点 沿 * 轴 向 有 一 运动 ，x. = go 沪 ，J = 了 加 接着 
绕 Z 轴 作出 体 转 动 ， 转 过 人 角 ( 图 2.5)。 试 求 其 Green 


和 上 Imansij 应 变 张 量 E 和 e。 图 2.5 两 步 运动 
解 ， 作 第 一 步 运 动 时 
xi= FX a), 
起 中 
fl 1 ra 0 
"= X= 人 Fa[, 1 
” 作 第 二 步 运 动 时 
= KCOSO — YSing } (5 
y= sing + ycosa 
或 x=Fx.= 0Qx= QF,X= FX {ey 
起 中 F: 为 正 交 矩阵 ， 即 
FrQ = [es 6, F= QF,, Cd) 
sing cosp 
内 Cc ) 得 ， 
x= Ncosd — Ysing 》 (e 
y= OXsind + Ycosg 
或 对 X 解 出 得 
_ Ys 
= 二 e050 + sing| ( 


= — wsind + yo05 | 
剩 用 (3: 人们 和 3,7) 式 ， 即 可 求 得 


Tm-1)y 0 
E=i2 (og) 
0 0 


工人 -1 )》 cosd 工 (: —asinfcosd 
2 4 2 
站 二 1 Chy 
A101)singosd Lo)sin’g 
ei 2 
潜 只 有 第 一 步 ， 而 无 第 二 步 ， 即 6 =0， 则 可 得 Green 和 lmansi 应 变 张 量 E 和 。 为 
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lo-i 
二 和 Ey 0 


E=E 和 = 
\ 0 0 
可 见 刚 体 转动 不 影响 E 盾 ， 但 影响 6 值 ， 事 实 上 
E= 二 (FTF,-D，8 = 二 [1- (FFD 3 43?139 ? 
E= 二 (FrF-D= CFIQQF, -I= (FF -1)=E (3°13b ) 


0=3C1- (FFD -40 (QFFIQD = 2 QC FFD IQ" 


= 人 eg . C3+14) 

从 几何 意义 上 说 ， 计 算 E 时 ， 我 们 是 以 变形 前 构 形 为 基准 (物质 描述 )， 刚 体 转动 并 不 影 

响 此 基准 。 而 计算 8 时 ， 则 是 以 变形 后 构 形 为 基准 空间 描述 ) ， 刚 体 转动 显然 影响 变形 后 

的 杨 形 ， 国 此 刚体 转动 时 E 值 不 变 ， 而 e 植 要 变 。 关 于 这 一 问题 的 进一步 过 论 将 在 8 6 的 客观 

性 原理 中 进行 ， 在 那里 引信 了 客观 性 张 量 与 非 客观 性 张 量 的 概念 ， 特 别 是 讨论 了 两 点 张 量 场 
在 座 标 系 旋转 时 的 特性 ， 有 兴趣 的 读者 可 移行 参阅 。 


82.4 伸 长 比 ， 有 限 应 变 的 几何 解释 


为 解释 Green 和 入 lmansi 应 变 张 量 的 几何 意义， 将 (3:2) 式 除 以 dsodso， 并 注意 到 
Cos = 【AAS (OX /ds0) = Nd; 
Cos 有 = (dxi/ds) (Oxi/ Gs) = 人 


ds .os 

dso Gso 

这 里 ds 和 6s, 为 变形 前 线 元 dcX 和 6X 的 长 诬 ， 而 ds 和 6s 为 变形 后 线 元 dx 和 6x 的 长 庶 。 
若 将 式 (0343 人 的 除 以 as6s5， 类 似 可 得 


dso Ose 二 i 1 "16 
J co = 2eiitt.m; (410 ) 


-cos0 — cost = 2Er1N MI (4d:10) 


coast 一 


上 两 式 中 人. 和 -人 -为 物质 线 元 PP, 和 PP 变形 后 与 变形 前 长 度 之 比 ， 称 为 人 长 比 则 上 两 式 


写 为 ， 并 分 别 以 和 4, 表 之 ， 
由 CS 人 一 Gosbh 二 2FrNM C420 ) 


cos0 — Ts = 2e1 nt {4°2b } 


当 了 与 ;质点 重合 时 ， 上 两 式 成 为 
A= wi+2BrNM, (4.3 ) 
14 


1 
处 = -= 一 = 
v1 一 Ze mn (4 4) 


为 求 变 形 前 沿 坐 标 轴 x: 方 向 之 物质 线 元 dX 之 伸 长 可 令 变形 前 的 PP, 沿 坐标 轴 为 方 知 ， 
则 AN =1，mwa= ws=0， 由 此 得 此 方向 物质 线 元 之 伸 长 比 为 


Ax = 1 + 2 415 ) 
而 工程 应 变 定 必 为 
Er= Sl v1 +2B, 一 上 {4:6 ) 
So 


若 求 变形 后 涪 坐 标 轴 *1 方 向 之 物质 线 元 dx 之 伸 长 ;, 则 可 邻 变形 后 的 PP 沿 名 方向 , 则 # 二 1， 
m= 54= 0 由 此 得 此 方向 物质 线 元 之 伸 长 比 为 


= lt ... C47 ) 
v1-—2e8 
而 工程 应 变 定 立 为 
er = 1- 1 =1-w 1-2en 《4"8 ) 


A 


出 式 人 (4.6 与 (4.8) 可 见 ， 歼 * 是 以 变形 前 的 构 形 〈 即 参考 构 形 ) 为 基准 的 工程 应 变 ， 而 
e. 旦 以 变形 后 的 构 形 ( 即 肯 时 构 形 ;为 基准 的 工程 应 变 ， 在 应 变 值 很 小 的 情况 下 由 (4*6) 和 
《 4*8) 式 得 
EyeEl! ， 
网 » (C49 ) 
由 式 (41:5) 和 44.7) 可 见 ， 瑟 1/、EEws、ss 反 映 了 变形 前 沿 从 标 轴 方 向 之 物质 线 元 之 线 应 
变 ， 而 ei;、e22、633 则 反映 了 变形 后 沿 坐 标 轴 方向 之 物质 线 元 之 线 应 变 。 当 应 变 值 很 小 时 ,这 
些 应 变 分 量 就 等 于 变形 前 (后 ) 坐标 辆 方向 线 元 的 工程 应 变 s ( 或 ex ) 等 。 


现 令 变形 前 PP, 沿 坐标 轴 天 方 癌 , 忆 P: 沿 坐标 轴 下 :方向 , 则 8 = 二， 由 式 (4"24) 和 (4.5) 得 
pa 2F12 


CO = “= 0 


ih VitoE, VitaB (4"100 ) 
车 于 ,和 三, 轴 间 之 前 应 变 以 Yu 表示 。 则 yu = > 一 上 9， 代入 上 式 得 


3k,: 
v1 +2 v1 + 2F, 


Si ma = 


若 令 变形 后 PP, 沿 坐标 办 x: 方 向 ，PP: 沿 坐标 轴 x 方 向 ， 则 9 = 2 ， 由 (4*26) 式 得 


costo= — 2AAreLs Cdllo) 
而 x, 和 心 轴 间 之 前 应 变 ?1 = Tt 代入 上 浅 得 


+ 上 
Sin = -一 -一 -一 一 一 -- {4-11b >》 
Yn vw 1-2e, v1 2e 
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在 应 变 很 小 时 ， 有 


?ic 衬 2 五 1 《dr*l2a ) 


yt = 3els (4.126 ) 


由 上 面 可 见 ， 五 :、 瑟 zs、 五 1 芭 映 了 变形 前 洛 坐 标 轴 方 向 的 各 物质 线 元 间 的 站 应 变 ， 而 
eu、ezs、631 友 上 映 了 变形 后 沿 坐 标 轴 方 向 的 各 物质 线 元 癌 的 剪 应 变 。 在 小 应 变 情 说 下 ， 这 些 
应 恋 分 量 就 等 于 工程 应 变 之 半 。 

若 取 坐标 轴 沿 变形 前 的 三 个 主轴 方向 ， 则 应变 乍 阵 E 为 对 角 阵 ， 于 是 由 式 ( 4'10p ) 可 得 
ya=0, 即 各 应 变 主 轴 变 形 前 相互 正 交 ,变形 后 仍 保持 正 交 .这 同样 说 明了 天 质点 邻 域 可 依 下 列 
三 步 由 初始 的 不 变形 状态 过 流 到 解 时 变形 状态 ， 即 (1 ?跟随 中 质点 的 平移 《2 ) 跟 随 主 轴 举 
标 架 的 转动 〈3 ) 同 时 沿 主轴 方向 的 伸 长 。 

例 2*3， 假 设 对 平面 简单 蔓 切 (图 2*6)， 有 x = XY + Xtana，%w2 = 内 :。 试 求 ，Greena 应 变 
张 量 E，Almansi 应 变 张 量 e 和 工程 应 变 。 

解 ， 应 用 式 (3.6) 和 (3.7) 易 得 


1 
0 --tanca 
E 2 
| 1 1, .3 
一 有 了 次 ‘tan*e 
2 2 
1 《oy 
一 和 世人 
0 2 
[-] ~ 
tang ltana 
2 2 


变形 前 沼 坐 标 轴 方向 物质 线 元 之 工程 应 变 为 


FE=0 E.=vit2aFys -1=-t -1>0 (8) 
[和 
9 = 2F1s = 6， = 《 
号 1 站 ji wt, + 2FE,, lo sna, dt 》 
变形 后 沿 坐 标 办 方向 之 物质 线 元 之 工程 应 恋 为 
1 二 日 Bs 1 -vy 1-28 =1-— 1 < (Cd) 


Cosd 


D212 
V1 ~ 28V 1 一 2e2s 


s in y!, = Sing, 。， Vio= 0 (ey 
由 (C6) 种 (dd ) 式 的 E>0 和 es 过 0 的 结果 及 (图 2.6) 可 
见 ;变形 前 河 各 轴 方 向 之 物质 线 元 AB 变形 后 称 到 上 号 
位 置 ， 是 伸 长 了 ， 而 变形 后 沿 名 方向 之 物质 线 元 CD" 

， 其 变形 前 位 置 为 CD， 可见 它 是 缩短 了 ， 但 转角 仍 
为 a。 

现 求 Green 应 变 张 量 之 主 向 。 特 征 方程 为 
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J 一 i ne 


0-E itane 
2 1 1 
1 ] = Fi ~taniaF — tanie= 0 
tana tan‘g— 2 4 
i 2 2 


营 c = 伍 "， 则 解 得 应 变 主 值 为 B= 十 +=0.809,， E15 -0.309。 最 类 


I 
主 应 变 睛 1 之 旋 向 余弦 和 Nj(J = 1, 儿 出 解 下 到 方程 组 得 到 
(Err-EimN=0 } | 
NieNx=1 


I I 
解 得 ，N = 0.5257， 六 ,==0,8506， 诬 主 向 室 形 前 与 x, 轴 之 夹 角 为 9=58*17’。 
§ 2:5 面积 和 体积 的 变化 


现 求 变形 过 程 中 户 质 点 邻 域内 体积 的 改变 。 过 质点 取 三 个 不 在 同一 平面 内 的 物质 线 元 
dX，6X 和 AX， 由 它们 | 移 成 的 平行 六 面体 
的 体积 如 (图 2。7)， 

可 = 可 X.(6XX AX) 


= 人 AU 和 7 站 内 下 mr (5"1 )》 AN 
变形 后 的 体积 变 为 


dF = dBX x MK) =e nd dr x 
ent i uF dX ON ATy 机 


= erundXdN ur Nw= Tdr, 呐 已 区 站 
《5"2 》 图 2,7 质点 郭 域 的 体积 改变 
时 变形 后 与 变形 前 体积 之 比 等 十 雅 串 比 行列 式 V。 上 式 中 利用 了 行列 式 会 式 
enbirFiub y= (detFyer yw = 7 eryy (5"3) 


物体 作 刚体 运动 时 体积 保持 不 变 ， 套 了 也 保持 常 值 7 = 1 由 此 可 网 J 与 刚体 运动 无 天 而 只 
与 纯 谈 形 有 关 ， 因 此 4 可 用 应 变 张 若 的 分 量 表 出 。 注 意 到 


- Own 一 3u 
。 AXu | oz ax 


将 此 式 两 边 平 方 ， 利 用 行列 式 乘法 和 (138) 式 可 得 
= delftFTF)》 = [6 tH) (Gy = | + 2E14, 
=1+271)+4Tty+ 8T01)= (+ 21)0 (1 +r2E1)(l+2E1) 
= (Adzta) C35340) 
趟 中 FT、7CE7、 天 下 为 Green 应 变 张 量 E 的 三 个 不 变量 ， 而 已 ;和 4 为 E 的 主 应 变 和 主 伟 长 
比 。 
变形 过 程 中 面 元 将 发 生 改 变 。 变 形 前 由 物质 线 元 dX 和 6X 构 成 的 平行 四 边 形 之 面 各 矢量 


{5rda) 


为 
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re ee at ie tt Te a 
i 


dh= dX x HX 


《355G 3》 

其 分 量 汶 d Ar =eryndXy6XYy (C55b) 
变形 后 变 为 

da= dx x dx {5° 60 ) 
其 分 量 为 dar= 18 = (5:665 7 
两 边 冬 以 局 ， 并 注意 到 (5*3) 式 得 

Pirda, = Jerund XuoNy =JdAL 
由 此 得 da = SPFi!ldAL = 1 dA (5.6c ) 
或 da= J (Fi TAA (C57) 
反 过 来 有 dA = Fda 

面 元 的 面积 |4ai 的 平方 为 
dal := dadar = Fi: Fi d Ard Ay = TCild ArdAy (5.8d ) 


其 中 Cz 为 有 Cauchy-Green 张 县 C=2E + 人 网 (3, 习 式 ) 的 邀 矩 阵 C-! 的 元 素 ， 考 以 Cu 表 
示 上 矩阵 & 中 元 球 Czw 的 代数 余子 式 ， 风 


Cil= Cry/detC (5.85 ) 
而 detC = |FTI|F| = 《5"8c ) 


CL = Terpoey nsCpaCos = lerpoemnrs (2Epg- pg) (2 Fos + 60s) 
2 3 《5.8d ) 


将 起 (5"8c) 和 (5.8d) 代 人 153) 寂 ， 扼 后 再 将 起 45485) 代 大 起 465*80， 得 
|aa|: = eroewns (2E pn +Opa) 2E os + OosYd Ard Aw 《5*9 ) 


可 见面 元 面积 《 模 ) 的 改变 也 只 与 纯 变 形 有 关 ， 但 其 方向 的 改变 则 与 转动 有 关 。 


$2:6 线性 化 条 件 


在 小 应 变 和 小 转动 情况 下 ， 应 变 分 若 公 式 可 以 线性 化 。 为 此 将 变形 梯度 F 分 解 为 


F=|l+e+Q 《6"I 
式 中 8 = 羡 (F+F7) -| (86:2 ) 
为 线性 化 应 变 张 且 ， 而 

Q=.3 (FF7) 《6*3 7 
为 线性 化 转动 张 量 。 


显然 ，# 为 对 称 张 是 ， 而 8 为 反对 称 张 量 ， 即 &7 = ~ &%， 于 是 我 们 有 
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人 =FrF= (+e -N+rerA)=1+ e+2e— (B40) 


由 此 E= FC-D= 52+- + 二 (时 一 0) (6.4 ) 
设 仙 为 与 同 阶 或 更 高 阶 的 小 量 ， 则 8 与 项 均 可 赂 去 ， 于 是 有 
Ex~e. | (6'5) 
及 C=U:=FiF2I+2e (B60 ) 
日 = Wi = FF7 一 |+ 228 (6*6P ) 
或 达到 与 (65}) 同 阶 的 近 书 下 有 
Uil+e (BBe) 
' Vol+s (6.6d ) 
Uicsl-E BrBe) 
R=FU oC+ et eit (6*7 ) 


于 是 ， 在 转动 比 起 应 变 为 同 阶 或 更 商 阶 小 量 下 ，Green 应 变 张 是 E 就 等 于 线性 化 应 变 张 8 量 ， 
而 R -1 就 等 于 线性 化 转动 张 量 名 。 此 时 应 变 与 转动 分 量 的 公式 就 线性 化 为 


1 our | Bur b: 
1 2 六 ) (6°8) 
lf ou -) (6.9) 
1( 如 -- 癌 OX 


应 注 温 的 是 刚体 小 转动 时 ， 线 性 化 应 变 张 量 e 三 0。 以 物体 绕 z 轴 作 刚 体 转动 为 俩 ( 见 图 2.2)， 
此 时 质点 的 位 移 为 
= Xtcosd —1) -Ysing, 

ul = Xsindg + Ylcosd -1), 

由 式 (6.8) 可 算得 因 刚 体 转动 产生 的 虚假 应 变 &' 为 
el= 8aa = cos 一 Tc 一 全/2 

其 余 虚 假 应 谈 分 量 为 零 。 当 转动 8 为 与 线性 化 应 变 s 同 阶 的 小 量 时 ， 扩 /2 为 高 一 阶 的 小 量 而 
可 忽略 ,因而 线性 化 应 变 张 县 s 可 作为 应 变 的 度量 ,但 当 9 汶 比 e 低 一 阶 的 小 量 时 ,#/2 就 为 与 
g 同 阶 的 小 量 因而 不 能 忽略 ， 此 时 t 不 能 作为 应 变 的 度量 。 事 实 上 当 和 外 为 与 8 同 阶 小 量 时 ， 式 
《6.48) 中 只 有 局 项 可 略 去 ， 从 而 得 


Exe -Te (6°10 ) 
此 时 应 变 公 式 不 能 线性 化 ， 得 到 的 是 小 应 变 大 转动 间 题 ， 这 类 大 变形 问题 在 落 壁 结构 、 功 板 
和 菏 党 等 问题 中 有 重要 应 用 。 


”注意 到 无 限 小 转动 矢量 9 与 & 之 间 有 如 @ 与 W 之 间 相 似 的 关系 (参见 式 (3:269) 和 
{3:2:8) ) 


0.= Se {B110 ) 


dj = Eh (6°118 ) 
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由 此 可 得 


一 (级 + 0:) .ps po, 
Q:= G0 + ) Obs | (6.12) 
| 
\ 0 Dads 一 《全 十 02) 


现 以 梁 的 弯曲 为 例 ， 设 细 长 梁 (hh<1， 
天 深 高 ，! 为 深长 ) 的 轴线 的 找 度 zt 半 ) 达 
染 高 的 量 级 ， 此 邑 为 深 的 大 抄 度 小 应 变 问 
题 。 忽 略 剪 切 和 梁 的 可 向 变形 ， 则 梁 上 质点 
的 位 移 为 


是 二 下 (人 一 和 伍 coy 
ut =vXY (5) 
式 中 4 为 梁 轴 上 点 的 x 向 位 移 ， 了 为 梁 上 质点 
图 2:.8 梁 的 弯曲 ” 至 中 性 层 之 距离 。 梁 的 小 转角 9 为 ; 
_ Bu1 ul dv 
0 了) 《9 ) 
梁 的 线性 化 应 变 811 为 


当 乒 度 v 与 深 高 h 为 同一 数量 级 时， 出 (c ) 可 得 ;为 hj 量 级 ， 而 由 Cd) 可 得 81 为 hh/P 量 级 上 肛 
si 与 红 间 量 级 ， 或 6, 为 比 2 低 一 院 的 小 量 ， 此 时 梁 的 应 变 按 式 (6:10) 计 算 ， 由 此 得 


好 
下 = ei 3 a 二 0 
= + 4( 恕 (e) 
2 2 
车。 为 比 h 高 一 ee 人 


1 ( 坊 )》 ax~ (全 六 ~ 元) ， 则 式 (e ) 右 端的 第 一 和 第 三 项 为 比 第 二 项 高 
一 阶 的 小 量 因而 可 以 忽略 ， 应 变 公式 就 线性 化 为 ， 


dy | 
EL, = 一 了 了 ff) 
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习 是 


2.1 取 同 一 个 备 卡 尔 坐 标 系 作为 物质 坐标 系 和 空间 坐标 系 ， 试 证 变形 烯 度 F、Green 应 
变 张 量 忆 和 Almansi 应 变 张 量 8 为 二 阶 张 量 。 

2,2 根据 概 分 解 定理 ， 变 形 杭 度 下 =RU= YR， 试 征 洛 和 本 Cauchy-Green 侍 长 张 量 贡 和 
VY 之 主 值 相同 ， 而 VY 之 主 向 为 自 忆 之 主 向 转动 良 击 和 将。 

2.3 设 位 移 场 是 物质 坐标 的 齐 次 线性 函数 41= aiy 宝 7， 斌 证 变形 前 的 平面 ， 变 形 后 作为 
平面 ， 变形 前 豆 相 平行 的 平面 ， 变 形 后 贫 保 持平 行 。 

2+4 试 证 在 均 名 变 开场 x%,= 忆 ;jy 训 /中 ( 忒 中 四 ,为 常数》， 交 形 前 的 球面 让 1 = RR， 
变形 后 变 为 梢 球面 。 

2*5 对 均 句 无 限 小 变形 场 ,&:= Ai1 芝 1; 式 中 作 ij 扫 1 为 沉 数 ， 训 其 乘积 项 可 以 忽略 。 试 指 
出 ， 两 个 牛 继 的 无 限 小 位 移 的 合成 可 看 成 此 两 无 中 小 位 移 之 和 而 与 施加 此 两 无 眼 小 位 移 的 次 
序 无 关 。 

2.6 该 变 形 汤 为 拉 = 瑟 3%z= 症 ，+4 玉 s，Xs 二 下 s+ 4X2， 式 中 人 为 常数 。(1) 试 计算 
Green 应 变 张 量 E 和 Almansi 应 变 张 量 6 (2) 计 算 dXs 和 d 玉 ,之 种 长 应 变 ， ( 3) 计算 变形 前 


N= (0 ， 3, 十 ) 方 向 之 售 长 ， 并 计算 其 变形 后 之 方向 m; (4) a 什 应 在 什么 范围 内 ， 这 和 


运动 才 是 可 能 的 ? 

2,7 设 位 移 场 为 #= 太 ? 恒 81 + (大 一天)2es 二 大 3 于 18s 试 求 变形 前 坐标 为 Qi(1，1， 
-1), 9:(1 DQ, 了 一 1) 诸 点 相对 于 (1,2, 一 1) 的 相对 位 移 ue，-~ ur， 并 求 忆 
点 沿 2 坐标 轴 抽 向 的 dup， 将 其 方向 同 Uo，- up 比较 ， 说 明 包 :天 时 ，uef 一 UP 之 方向 一 GuP 
之 方向 。 

2,8 对 乱 限 小 变形 , 巨 =8。 设 U= (2 一 %a)aei 十 (Xi 十 Xa)?82 一 XXi98s, 决定 其 在 PL0， 
2，-1) 点 的 点 变 张 量 和 转动 张 量 ， 并 求 点 刀 泊 方向 mn= (88 一 es +483)79 方 向 的 单位 他 长 应 


问 


1 3 -2 
29 | 3 1 一 2 |， 试 求 其 应 变 主 售 及 主 方向 。 
-2 -2 8 


2410 对 剪 变 形 % = 撩 和 一 从 2 二 0 Ny = 二 Xs ++QXs 的 变形 梯度 F 作 家 分 解 ， 试 求 布 
Catuchy-Green 他 长 张 量 U 及 转动 张 量 有 。 

2.1il 对 简单 前 切 X1 二 六 |，Xs = 上 居 2 X= + 3, 试 确定 %axs 平 面 内 其 伸 长 应 谈 
为 零 的 线 元 在 变形 前 的 方向 乓 。 

2.12 设 变形 场 为 %= 丰 十 2 和 os 三 下 一 283， 乔 二 大 8 一 2 二 2 有 2 试 确定 其 Green 
点 变 张 重 E 和 点 ltmansi 应 变 张 量 6 及 它们 之 主 值 和 主 疝 。 

2.13 均 杂 变形 场 Yi= ww 本 Xi 28xs=w3Xs-Xs， 灾 形 前 之 球面 + 和 4+ 让 3 
= ] 变形 后 次 为 糖 球面 ， 试 求 椭 球 的 三 个 半 畏 长 及 半 轴 方 向 。 
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2.14 试 求 上 题 变形 场 的 大 Cauchy-Green 伸 长 张 量 U 和 转动 张 量 民 。 

2'15 对 题 2.13 的 变形 场 ， 试 证 卫 时 构 形 中 的 球面 x1+ 注 + 洱 =1 在 变形 前 为 一 梢 球面 。 
试 求 此 精 球 画 的 三 个 半 轴 长 ， 并 求 这 些 半 轴 的 方向 。 

2.16 试 证 明 ， 若 均 名 变形 场 X=FX( 其 中 F 的 分 量 为 常数 ) 为 关于 芝 , 芝 ,坐标 面 镜面 对 
称 的 ， 则 志 1 = 1s = Fa, = 人 :3 = 0。 


-1 0 1 
提示 ， 设 X 关 于 镜面 如 ,各 的 象 为 RIX， 其 中 R=| 0 1 0 |; 则 x 的 象 为 Rix。 而 x 
,0 0 1 


= FX， 及 Rix=FR,X， 由 此 得 x= RIFR,X， F = RIFR，。 
2.17 没有 限 变形 由 wj = 411 久 /给 出 ，A11 为 常数 ， 求 变形 后 与 变形 前 的 体积 出 。 鞍 
441) 全 1， 庄 指出 其 体积 应 变 为 中 的 主 对 前 元 之 和 。 


、 _ 、 ax ,Oxn _ 国 
2.18 设 xn 为 二 次 可 导 ， 斌 指出 方程 Er = 工 [ 2。 ,ae -su ] = 0 意 呆 着 导 数 


3 二 XX/ 无 关 ， 且 x,= 如 77 + 所 并 证 明 点 为 正 交 阵 。 
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第 三 章 瞬时 运动 


本 章 过 论 运动 和 变形 的 速率 问题 。 在 连续 介质 力学 的 许多 问题 中 ， 关 心 的 不 只 是 介质 形 
状 、 大 小 和 位 置 的 改变 ， 而 且 还 包括 这 种 改变 的 速率 。 便 如 在 流体 力学 中 ， 我 们 关心 的 是 瞬 
时 构 形 中 某 空间 区 域 的 速 庶 场 和 变形 速率 场 。 在 粘性 体 【 如 粘性 流体 、 粘 弹性 国体 ) 中 ， 应 
力 的 大 小 塌 接 和 变形 速率 有 关 。 另 一 方面 我 们 也 常 兰 要 知道 某 物 质 域 或 基质 点 的 物理 、 力 学 
和 运动 学 县 例如 速度 ， 动 量 和 能 量 > 的 变化 速率 。 这 意味 着 我 们 既 关 心 空间 域 的 变化 速 
训 ， 也 关心 质点 或 物质 域 的 变化 速率 ， 后 者 是 本 章 给 二 很 大 篇 幅 来 舟 述 物质 导数 和 体积 分 物 
质 导数 的 原因 。 


$3.1 局 部 导数 、 迁移 导数 和 物质 导数 


设 在 构 形 Xx 的 域 中 定义 一 参量 p， 其 物质 描述 记 为 P= ptX, 好 ， 而 共 空 间 描述 记 为 p= 
x,t)。 今 后 ， 在 不 会 引起 混淆 的 地 方 ， 我 们 用 同一 个 函数 符 续 p 表 示 物 质 描述 和 空间 描 
述 ， 只 是 康 当 记 住 ， 这 两 种 描述 的 隙 数 形 式 p 是 不 同 的 。 参 量 p 可 以 是 标量 、 矢 量 或 张 量 太 
其 分 量 。 车 我 们 要 求 得 参数 5 在 % 域 中 任 一 质点 X 处 的 时 间 变 化 率 ， 就 需 将 该 量 的 物质 描述 
p(X, 四 对 时 间 求 仿 导 数 而 保持 固定 不 变 ， 这 种 导数 称 为 量 p 的 物 质 叶 数 ， 并 用 在 P 上 加 一 点 


或 符号 也 表示 


Dp _ Bp , 
p= X= 常数 = D(X,t) . (1:1a) 
当 参 有 量 5 采 用 空间 描述 时 ， 网 可用 复合 国 撤 省 攻 的 浊 几 和 
Dp Bp Bp 区 , 
D+ 1) -9 % OX,t), (1°1b ) 


但 -OX 和) = vi (XX 二 为 质点 X 的 运动 速度 ， 册 采用 空间 描述 时 ，4 的 物质 早 数 式 为 


Dp _ ap OD (x,1 (le ) 
开 = 亲 【X + Bx Yo 


上 式 有 边 第 一 项 为 物质 导数 的 当地 变化 率 部 分 ， 被 称 之 为 当地 导数 ， 它 描述 着 空间 莫 点 的 参 
量 p 随 时 间 的 变化 率 ， 第 二 项 为 物质 导数 的 迁移 部 分 ， 它 是 由 非 均 急 参 县 场 D(% ,四 中 质点 的 
运动 而 引起 的 ， 被 称 之 为 迁移 导数 。 

质点 的 速度 \ 是 指 质点 X 在 空间 的 位 置 矢 径 x 随 时 间 改 变 的 速度 ， 即 可 用 x 的 物质 导数 表 


y= Xx, (1:20) 
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Dx, " 
UU, 二 二 
i pt 


同样 ， 质 点 的 加 速度 a 为 某 质 点 X(〔 令 其 固定 ) 的 速度 Y 对 时 间 的 变化 率 ， 即 可 胡 成 速度 * 的 物 
质 评 数 


Be 【其 他。 (1.25 》 


2 了， 四 _ a J_aY 
Dt HH ot "0x; 
四 - 
= 彤 (Kt) 二 VISIO ， (193G ) 
式 中 本 为 Hamilteon 算 子 
SA = 0 (1-368 } 
区 ; 
8; 妆 人 符 卡 尔 坚 标 加 方向 的 单位 和 拓 所。 
加 速度 的 分 量 为 
_ Dy DU, \ _ By Goi 生 
| 二 Pt Ta XD = Cx,1) + 2 3 CX,t), (Cl*3c) 


例 3.1 一 刚体 以 恒 速 Y 说 坐标 轴 X, 方 向 运动 ， 并 以 f= 0 时 之 构 形 为 参考 构 形 X, 。 若 刚体 
内 温 人 ai 0 为 常数 。 试 确定 其 空间 描述 。 同 时 汗 算 没 度 工 的 物质 导数 


DT /Dt 种 局 部 导数 。 了 《x,t)， 并 解 坚 其 物理 意义 。 

解 : 反 冯 为 参考 和 了， 则 刚体 运动 由 下 式 给 出 

XI= rt X= Xs= Xs 
温度 场 的 物质 描述 为 ， 立 = 9 过 


iml 诬 谋 场 的 党 则 撒 述 为 ， T=atx — rt) 


2 


因此 DT/Dt=0 -xt) = a 


出 十 温度 场 在 每 一 质点 处 保 特 常数 ， 市 个 的 物质 旱 数 DTYD1 为 任 一 质点 X 的 温度 的 时间 变化 
本 故 其 佑 为 堆 。 另 … 方 面 ， 空 间 任 一 点 x 的 温度 改变 是 由 物体 运动 引起 的 ， 共 时 间 变 化 府 
为 一 oF。 


3 3.2 形变 率 和 淆 旋 张 晤 及 其 物理 解释 


连续 介质 的 用 时 运动 可 由 速度 场 v(x) 来 描述 ， 它 将 任 一 质点 志 的 速度 矢量 * 慌 为 污 质点 
瞬时 位置 x 的 函数 。 
考虑 分 别 具 有 了 瞬时 上 坐标 x 和 X+ dx 的 质点 P 和 了 ,， 质 点 了 ,相对 于 质点 了 的 相对 速度 为 


dy= Ldx L-_2v [2.1 ) 
下 


写成 分 量 形式 为 
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Don 
wx; 
式 中 L 和 蕊 o 为 速度 梯 庆 张 虽 太 具 分量， 它们 在 质点 疡 处 取 值 。 芋 为 一 阶 张 曙 ， 可 将 其 分 解 为 
对 称 和 反对 称 呐 部 分 之 和 


dy, vrsd x Lai= yasi = 《2.2 》 


LCL=VY+W, Lae Vy ts {230,b ) 
上 其中 ¥ 为 对 称 部 分 ， 称 为 形变 率 旺 三 ， 它 反映 着 质点 P 邻 域 的 变形 速 案 ， 共 分 时 为 
Vi,; = ? Cun; + Yin) {2:44) 


而 六 为 反对 称 部 分 ， 称 之 为 泗 旋 此 量 ， 它 反 鼎 质点 名 域 的 转动 速率 ， 其 分 量 为 

Ws = (vn int) {C25 ) 

导 点 PP 邻 域 的 转动 速 求 还 可 用 角 速 底 和 量 @ 来 描述 

名 = ? curly (2.6 ) 
将 武 (2.6a) 展 下 ,利用 民 (2 让)， 并 证 课 到 ein 与 村 称 比 天天 之 各 为 二， 我 们 得 到 

人 一 3 EB, 衬 Sen = RA (2.60) 
显然 三 

div@ = 0 = 7 usvi = 0 (27 ) 
上 蕊 成 闻 是 由 了 030 对 jj 来 说 是 对 称 的 ， 而 es 对 任意 两 下 标 则 是 反对 称 的 ， 故 上 式 对 i 、 


i 指标 作 和 时 其 值 为 二 。 式 (2465) 两 也 可 乘 ein 并 注意 到 eseii= Gmi6ns 一 Om404; 和 所 5 的 
反对 称 性 ， 容 易 得 到 


bn = ei (C218) 
利用 式 (23? 相似 好 吕 将 相对 速度 (2"1) 分 解 为 

dy = Vadx + Wdx = dv + dv** {29 7 
其 中 dw* 为 对 称 部 分 ， 其 分 明 为 

dus = ,dx {2"10 ) 
dy** 为 反对 称 部 分 ， 其 分 量 为 

dour* = Vesdx, (2*11 ) 
将 式 (28) 代 和 人 (211) 式 得 

dv OD Ax (2126 7 
或 dy*# = 0 x dx {2:1268 ) 


由 式 (2.125) 可 见 ， 质点 P 邻 城 的 相对 速度 do3* 为 该 邻 城 绕 过 P 点 的 某 肯 时 转动 轴 以 角 速度 
旬 作 瞬时 刚体 转动 产生 的 速 底 ， 和 角速度 矢量 名 也 称 为 速度 场 的 涡 旋 从 量 人 Vorticity)。 
这 样 ， 若 质点 处 之 速度 梯 认 的 对 称 部 分 Yj 为 零 ， 只 有 反对 称 部 分 扩 si， 则 P 质 点 邻 域 
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ra oT eignpti hh rah pe a Hi - 


的 退 时 运动 为 刚体 转动 。 另 一 方面 ， 著 己 点 邻 感 的 瞬时 运动 为 刚体 转动 ， 则 局 质 吉 的 速度 蛋 
诬 的 对 称 部 分 Vij 必 为 零 。 为 证 明 这 点 ， 在 质点 也 邻 域 除 P, 质 点 外 再 取 P 质 点， 这 三 质 点 的 
颇 时 坐标 分 别 汶 X、x+dx 和 x +5x， 二 质点 相对 于 P 质 点 的 相对 速 论 为 
dy=L6x (2+139) 
其 分 量 为 (2*130 ) 
dus = Vhs Ox} 


现 计算 标 积 dxs6xi 的 物质 I 人 不 变 ， 则 有 


DD - Oxs | Xx, ) - Dxs 2) 
Dr oo 3 和 dA 
二 和 dX ,=ado= Udx; {2"14) 
由 此 得 
dndrn) = Uh: rx, Ox + Ug Oxdaxs 
兰 (vai t+ Uirn ydx xs = 2 sd XOxg (2"150 ) 
或 将 dx;，5xs 用 初始 构 形 中 的 化 标 9 革 bp 和 d 区 表达 ， 可 得 
DD (drsdxs) = = 2V sx po 了 pOXo {2"156 》 


Dt 


当 质 点 已 邻 域 作 刚体 运动 时 ，axsBxs( 等 于 dséscos8，( 图 2:4) 保 持 不 变 。 故 式 (2+15a ) 
左边 为 零 ， 因 此 术 边 也 等 于 零 。 而 由 于 d*; 和 6x; 的 尾 意 性 ， 即 得 质点 了 P 邻 域 作 刚体 运动 时 
Vs=0 C2*:16) 


这 就 是 要 证 明 的 。 综 台 上 述 两 方面 可 知 (2'16) 式 是 质点 已 邻 域 上 用 时 风化 的 必要 和 充分 条 件 。 
为 讨论 形变 率 分 量 的 力学 意义 ， 求 下 面 的 物质 导数 


下 (drsdxs) = -让 Cdsgseosg) {2*17 ) 


上 式 左 边 的 导数 已 由 (2'150) 式 给 出 。 车 将 其 中 的 dx 和 6xi 用 方向 余弦 表示 ， 即 dxs = mads ， 
Se = ms6s《 这 里 #5 和 ms 分 别 为 PP 和 PP: 的 瞬时 舌 量 dx 和 6x 的 方向 余弦 》 则 有 


dxad%) = 2V ptmdsds ‘(2°18 ) 


而 形 避 +17) 右边 导数 则 为 
.DO 
(dsdscosl) = 条 (ds)6scosg+ ds)ecos8 ~ dsdssing-Tr 


-人 【 志 关 49+ 太 卫 


D0 . 
Cds) ]cosg -Trine Jdsés (2,19 ) 


由 此 得 
(2 fst+ + /6s ] ] eesg -Prsing = DV jar, (2+20 ) 


现 令 P: 与 P, 重 合 ， 则 六 = 0, 上 式 成 为 
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Dd 
外 fds = Jan (2.21 ) 


这 里 m 是 用 时 物质 线 元 已 P， 的 方向 信 纺 (图 2.4 ) 。 上 式 堪 边 是 诚 物 质 线 元 每 单位 骂 时 长 庶 
的 伸 长 率 ， 它 等 于 对 称 张 量 玉 4 在 此 方向 的 法 向 分 量 ( 同 小 变形 下 求 任意 方向 n 上 的 线 应 变 公 
式 e。= 6izminy 相 比较 》。 当 甩 时 物质 线 元 dx 方向 取 为 举 标 轴 方 向 时， 即 得 该 物质 线 元 dx 每 单 
位 解 时 长 度 的 信 长 率 ,它们 等 于 ,22,V75s。 这 就 给 出 了 1= j 时 变形 素 扩 ; 的 力学 意义 。 若 
在 胜 时 ! 令 物质 线 元 P P's 垂直 于 P'P', 则 8- 7 由 式 (22 中 即 得 物质 线 元 PP',. 和 P'P': 闻 的 史 
时 直角 以 下 壕 角 速 率 减 小 

y 二 一 Pr = Vian {2+:22) 
上 式 中 的 《~ 忆 ? ) 工程 上 常 称 之 为 药 切 率 ， 故 记 为 y， 负 号 是 考虑 到 6 减 小 时 剪 切 率 为 正 。 


车 在 瞬时 t 时 , 令 PP'1 与 PP 分 别 澡 x1 和 x*: 举 标 四， 则 得 x 与 x 人 举 标 轴 方 向 的 周 时 剪 切 率 
;等 于 2 2。 即 让 二 j 时 之 形变 率 信 ,等 于 坐标 轴 间 工程 前 切 来 之 半 。 
这 样 ， 如 加 相对 速度 do; 的 反对 称 部 分 dv?* 是 给 定 质 点 2 邻 域 的 瞬时 转动 所 致 一 样 ， 相 


对 速度 的 对 称 部 分 do% 则 是 由 给 定 质点 p 邻 域 的 膀 时 变形 所 至。 为 研究 此 纯 变 形 ， 设 dx; = 
wids， 则 由 (2.10) 得 


dv =V ,nds (2.23) 


由 于 六 ;为 实 二 阶 对 称 张 量 , 故 必 存 在 三 个 互相 正 交 的 主轴 , 取 此 三 主轴 为 局 部 坐标 系 如 时 ， 
形变 率 张 量 VY 成 为 对 角 阵 ， 即 有 坟 ;= 0 地 了 ) 和 广 1= 太 (对 i 不 求 和 )， 这 里 下 为 形变 率 
译 值 。 于 是 ， 设 取 质 点 已 在 主轴 1 上 ， 则 有 = 1 本 =m=0, 则 在 对 时 纯 变 形 时 质点 已 相对 
于 质点 己 的 兰 信 相 对 速度 分 量 为 :do = Vi mds= Vids， du*s Vy mds= 0， dv? 


= Fo ds=0。 即 在 纯 变形 时 ， 主 轴 上 的 点 将 洗 主 轴 方 向 运动 而 不 改变 主轴 的 方向 。 
形变 率 的 三 个 主 值 由 解 下 列 三 次 方程 得 到 


六 3 一 Jo = {2+*24) 
起 中 了 oy、 3 和 J 3 为 形变 率 张 量 Y 的 三 个 主 不 变量 ， 

T= FF, 

Ja = 了 EijhEimn 了 im 大 sn = ViaPa -Vy Vn) (225 ) 


T= em DinV se 


而 主轴 上 的 三 个 方向 傅 蓄 所 由 解 下 列 方 程 组 得 到 
人 《2。26 ) 


miM; 二 工 
例 3'2 试 证 明 变 形 介 质 中 每 一 点 至 少 存在 一 个 瞬时 处 于 不 动 的 物质 方 网 。 
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证 ， 设 过 王 点 的 物质 线 元 pp = dx 的 方向 用 时 处 于 不 动 ， 册 5: 相 对 于 p 点 的 相对 速度 d 
应 沿 dx 方 向 ， 即 应 有 


dv = Adx (a) 
或 写成 分 量 形 式 
Uist x = Ad Xs 
由 此 {Up 一 AsDDGN = 日 (hy 
为 使 dx; 有 非 零 解 ， 上 列 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 应 为 零 ， 即 应 有 
lysis ~ AGijl =0 (ce) 


此 三 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 ， 与 其 对 应 的 特征 向 量 dx; 即 为 6) 的 非 平凡 解 。 由 此 证 明了 变 
形 介质 中 任 一 点 了 至 少 有 一 物质 方向 瞬时 狂 于 不 动 。 


§3.3 Green 和 Almansi 应 恋 张 量 的 物质 导数 


现 求 Green 和 Almansi 应 变 张 量 分 量 的 物质 导数 。 对 (2:3,2) 小 求 物质 导数 可 得 * 


Pdssdxs) = 3706Xa (3.1 1 
将 此 式 与 (2,155) 式 比较 即 得 Green 应 变 张 量 分 量 的 物质 导数 
De = Vinx (3,2 ) 


因此 ， 当 质点 思域 作 有 瞬时 刚体 运动 时 (5 = 的 ，Green 应 变 张 量 的 物质 导数 也 为 等 。 和 而 当 了 本 
时 构 形 与 参考 构 形 重合 时 (x* ,= 么 )， 得 


-Pa py (3*3) 


下 面 我 们 来 求 Almansi 应 变 张 量 的 物质 导数 。 首 先 注意 到 物质 坐标 芋 / 的 物质 导数 二 六 : 
为 等 ,利用 起 (1.1c) 则 有 


一 = (3* 43 7 
at + Oxp 
D 2 )= BX a a ) 
由 此 Di\axs dd axpat TU By \ Bx, 
- 3X1 ,8 vad ) 90 ,3X1 
OxXsat DY， dx, Dxy Ox 


站 BX 3X 1 rs ,aX 

Bx, (5 重 TOR Bs ) Bxp xs 

2 B04 ,341 (3.4b ) 
OXp OX 


+ 将 导 (2:3. 示 表示 第 二 章 式 (3.2)， 车 在 同一 章 中 引用 公式 时 则 不 用 冒号 前 的 数值 宗明 章 号 . 


2% 


和 


对 式 (2:3.7 求 物质 导数 后 用 上 式 化 简 ， 然 后 再 用 (2:3.7) 式 将 形 如 ?< 。 7 的 项 用 is 与 
汪 
cs 表示， 我 们 可 求 得 Almansi 应 变 张 量 的 物质 导数 为 


p | 
= 1 (和 ) ?3 汪 1 (or ) 


-as (ou mens ) + oe ( 16 -0 ) 
本 


Xp 


Hu QU 
= 一 此 hk A 时 
nh 让 昌 Bp Ekp Boe (3"5 » 


可 见 当 质点 铝 城 人 瞬时 刚体 运动 时 (ie= 的 ，Almansi 应 变 张 量 分 量 的 物质 导数 并 不 为 夫 。 
因此 9 不 能 用 于 本 网 方程 中 作为 应 变 eo 变化 率 的 度量 而-);?” 则 可 直接 应 用 于 本 构 方 
程 中。 这 也 是 Lagrange 挡 述 的 一 个 优点 。 


$ 3.4 可 积 性 条 件 、 小 变形 下 变形 相 容 性 条 件 


六 个 形变 率 张 量 的 分 量 让 ;是 由 三 个 速度 分 县 v; 导 出 的 。 这 表明 六 ij 之 闻 并 不 完全 独立 ， 
换 名 话说 不 是 任意 给 出 六 个 形变 素 张 量 的 分 量 就 能 保证 速度 场 01 的 存在 。 在 i; 之 间 为 保证 于 
度 场 存在 所 必须 满足 的 一 组 关系 式 ， 称 之 为 可 积 性 条 件 。 当 可 积 性 条 件 被 满足 时 ， 就 能 由 六 
个 形变 率 张 量 通 过 积分 求 得 速度 场 分 量 m。 

为 了 求 得 可 积 性 条 件 ， 我 们 首先 可 由 式 (2.37 和 (2.8a) 得 到 下 述 关系 

vis 2 + HV te {4-1) 

对 于 我 们 这 里 著 虚 的 单 连 域 来 说 ， 由 vj,; 的 各 分 攻 去 确定 一 个 单 值 迷 续 可 人 微 的 速度 场 * 的 充 要 
条 件 ， 棚 据 面 积分 的 Stekes 公 式 为 


Uista= Cjrei (4d*2a ) 
杞 及 排列 张 量 ess; 作 用 于 对 称 张 量 时 其 值 为 零 的 特 福 ， 上 式 等 价 于 

BnaivUrq = . (426 ) 
将 式 ( 是 之 0 代入 上 式 得 

. Bpar(V jing 于 BGAre) 下 (4°30) 

或 paiV iirr + Opaeiin dna = 0 (4e3b ) 
由 Bipueiih = pian 一 pp0ei - 《44 ) 
则 式 《4.36) 变 为 

Orsi = pael jisg {4rdb 》 


上 趟 中 已 利用 了 式 (2.7) 表 达 的 润 旋 场 散 度 ou 为 等 的 条 件 。 为 了 得 到 只 含 形变 率 分 量 扩 ，; 的 
可 积 性 条 件 ， 必 须 消 去 orie 注意 到 对 于 一 个 单 值 连续 的 位 移 场 来 说 ， 史 @s 也 必须 是 单 值 连续 
的 ， 因 而 与 wu 一样， 它 也 必须 满足 微分 次 序 无 关 的 条 件 ， 邵 
pjs = ps (45G 》 
或 ErisDpris = 0 (45p ) 
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将 式 (4 亿 ) 中 的 or 懂 人 上 式 得 
Brisepail jiiars (t6a ) 
上 式 亦 可 与 成 
BirseinaV iisas = 0 {4"6b ) 
这 最 后 得 到 的 形变 率 分 量 V,; 乌 的 关系 式 ， 即 为 速度 场 的 可 积 性 条 人 忻 。 对 调式 (4*62) 中 指标 
1 和 了 及 3 与 3S， 并 利用 张 量 F ,的 对 称 性 及 求 导 运算 “，9gs” 的 次 序 可 交换 性 则 得 
EBjrseipg 了 iar 二 Birqeipr 隐 iiie 二 bjpsgBira ijiyas 《4*7G ) 
可 兄 式 (4'60) 中 的 两 个 自由 指标 可 以 互 换 。 这 相应 于 二 阶 对 称 张 量 ， 芯 式 (4.5) 只 对 应 着 六 
个 方程 。 这 些 方程 可 分 为 两 类 ， 一 类 为 p = r+， 一 类 为 p 夺 +r。 作 为 例子 ， 令 Pp =r =1 和 
P=1，r = 2， 各 得 每 类 中 的 一 个 方程 - 
V assrs + Vyas — 2 rs 下 (4°7b) 
(Vas t Va — Fs — Psa = 0 {4'70 ) 
贰 余 四 个 方程 可 由 循环 置换 下 标 而 得 到。 这 些 方程 ， 亦 称 为 形变 率 张 量 的 相 容 方程 。 
在 瞬时 运动 为 平面 运动 的 情况 下 ， 形 变 率 张 基 中 的 非 零 分 量 仅 及 i， 六 2 和 且 它 
们 与 %s 无 其 ， 五 个 相 容 方程 被 恒 等 地 福 足 ， 可 积 性 条 件 归 结 为 
Ves + Vi — 2F ss=0 (dB 
不 难 确证 ， 在 单 连 域 中 ， 满 足 可 积 性 条 件 (4.65) 的 形变 率 张 量 场 ;所 求 得 的 虽 不 是 唯 
一 的 ， 但 其 间 促 差 一 个 出 体 运 动 的 速冻 场 ， 这 一 点 请 读者 自己 加 以 证 明 。 
利用 数学 上 的 相似 性 ， 容 易 证 明 位 移 很 小 时 变形 场 的 可 积 性 条 件 。 在 位 移 很 小 的 条 和 件 
下 ， 可 不 区 别 物质 找 述 与 空间 描述 ，Green 应 变 张 呈 与 Almansi 应 变 张 量 间 的 差别 也 消炎 。 
由 (2:6.8) 和 (2:6.9) 式 可 名， 线性 化 应变 张 量 es 和 线性 化 转动 张 量 2 同位 称 上 的 关系 与 形 
版 率 张 量 V,;， 议 施 张 量 玉 ,ij 同 速 座 0; 的 关系 在 数学 上 完全 相似 ， 且 有 


8 。 
Wi; = a i (4:9 ) 
将 式 (4.9) 代入 (4.60 中 我 们 得 到 与 形变 率 场 可 积 性 条 件 完全 相似 的 变形 场 可 积 性 条 件 ， 即 
变形 相 容 性 条 件 
Eihmeilneiisil= 0 {4'10) 


如 同 对 式 (4.65) 的 讨论 一 样 ， 上 式 只 有 两 个 自由 指标 m、wn， 放 只 有 6 个 独立 的 方程 。 再 注意 
到 当 i ， 皮 ， 扩 三 指标 为 不 同 悄 时 ，eisn 才 不 为 零 ， 因 此 当中 一 定时 , i， 只 能 取 两 个 不 加 
书 ， 或 i 、 上 &， 或 上 、i 。 对 ej1, 也 完全 一 样 ， 歼 i 、4k 与 了 、1 的 组 合 只 可 能 有 四 种 ，:， 
上 与 i ，1 ,i 与 j ;1 上 ，i 与 !，j 和 1，k 与 1，j。 这 样式 (4'10) 就 可 展开 成 

Bijsgl — Epjrit + ERI ~ Eskji= 0 {4°11 3 


这 就 是 三 维 变形 相 容 性 方程 的 形式 。 
$3.5 体积 分 的 物质 导数 、 含 物理 间断 面 的 体积 分 的 物质 导数 


考虑 体积 分 
I =| gar (5:1) 
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的 物质 导数 ， 这 里 % 为 标量 、 矢 量 或 张 量 的 分 量 。 积 分 是 在 瞬时 了 计算 的 ， 积 分 区 域 为 此 瞬 
时 连续 介质 组 成 的 集 含 所 占有 的 体积 六 ， 域 的 界面 为 5， 质 点 在 上 瞬时 的 坐标 为 后 。 在 上 + nt 
瞬时 ,质点 坐标 变 为 x; +Aaxi 该 连续 介质 的 集 含 册 就 占有 新 体积 上 ， 而 上 瞬时 处 于 界 面 上 
大吉 在 和 和 用 有 全 的 提 。 体积 分 的 物质 导数 DT/D1 可 计算 各 下 


DI -| ， 
Br = lim -大 (fee 十 及 f+ ADdr (x, tydy ] 《5"2 ) 


这 个 体积 分 的 改变 由 两 部 分 构成 。 其 一 是 由 
VV 和 VY 共有 的 体积 大 中 的 由 随时 间 改 变 而 引 
起 的 ， 即 | 2 -aidpr， 且 有 limFr = Ps 


其 二 是 区 志 边 只 5 的 推移 产生 的 体积 改变 
《 此 改变 的 体积 不 为 VY 和 所 共有 ) 而 引起 
的 ,ds 边界 引起 的 体 积 改 变 为 dF，= vndtds 
(图 3'D 这 里 "为 边界 外 法 线 .由 此 ,整个 边界 面 


5 的 推移 引起 的 体积 分 改变 为 | wimdids。 
将 这 两 部 2 图 8.! 注 续 介 洁 城 的 推 其 
=| oy dV + bunids (5*30 ) 


对 上 式 右 端 第 二 项 应 用 高 斯 公式 得 
DI 06 
到 -| 人 + (ga 站 ) Jay 


Dr 
-| C6 div $y Jar (5-3b ) 
再 注 芝 到 4 的 物质 导数 式 (1.1c)， 我 们 胆 到 . 
| + -ui Jar (5*3c ) 
式 (5+34) 一 (5.3c) 是 体积 分 的 物质 导数 公式 。 作 为 特例 ， 设 $=1， 则 体积 分 1 = | 4 = 
表 连 续 介 质 域 在 1 咀 时 占 有 的 体积 ， 而 如 三 = 号 -为 这 一 体积 的 退 时 变 化 率 。 将 风 = 1 代 
人 (5*3c) 肥 得 
P= 人 car (5.4a ) 


由 此 可 见 ， 速 度 场 的 散 讼 vi,; 即 为 单位 体积 的 体积 膨胀 率 。 
由 G5"30) 式 可 见 ， 仅 当 体积 不 变 时 《0;,; = 0 )， 求 物质 导数 的 运算 同体 积分 运算 的 次序 
才 可 互 柳 ， 姥 


D 二 Dp (5S= dp 
言 j4 人 -| 入 和 7 5 
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现 考虑 连续 介质 域 斑 内 存在 某 个 以 速度 。 运动 的 物理 不 连续 曲面 ( 或 称 为 物理 间断 面 》 
0 的 情况 C 6 )， 连 续 介 质 的 某 物理 其 ( 标量 、 估 量 或 化 基 的 分 蔓 ) % 及 质点 速度 在 越过 此 
面 时 产生 有 限 跳 变 ， 其 在 c 正 俩 与 负 侧 之 值 分 别 以 凶 ， 叶 与 轴 、 六 表 之 。 洲 起 在 此 间断 面 存 
在 的 条 件 下 凶 的 体积 分 的 物质 时 数 。 

区 域 矿 被 间断 面 c 分 为 扩 和 扩 两 个 区 域 。 区 域 的 边界 面包 括 问 断面 9 在 内 以 S 表 赤 ， 
S =atS++S-， 其 中 S" 为 四 的 外 表面 ，S- 为 广 的 外 表面。S' 和 5S- 的 单位 外 法 线 以 n 家 
之 ， 而 nz 为 0 的 指向 让 内 的 单位 法 线 矢 景 。 用 符号 矿 -o 表 水 扣除 了 阅 新 面 0 后 的 体积 区 域 ， 
计算 在 此 域 中 物 香 萤 的 体积 分 的 物质 导数 


DIi_ DD eo 
pr = Dr) gd (030) 


在 1 钥 时 连续 介质 域外 本 实 线 所 团 区 域 (图 33 7》， 耐 
在 t+dt 瞬时， 则 处 于 虚线 所 围 区 域 。 现 先 这 起 丫 断 向 
对 连续 介质 并 无 租 对 运动 ， 即 间断 面 之 运动 速 谋 c 与 9 上 质 
点 的 运动 速度 * 相同 ， 运 动 中 的 间断 区 由 同 样 的 质 以 集 纪 
成 ， 则 如 前 面 所 述 参 见 式 (3.39) ,这 上 岂 牧 质 导 数 45 "50) 出 两 
部 分 组 成 


ag 国 
J, A 7 * [pumas (5'5b ) 


上 式 利 用 (5+38) 可 得 
| 2 + divigy) Jar (s+5c) 


图 3:2 菩 断 面 的 失 移 

查实 际 上 由 于 间断 面 对 连 续 介 质 成 有 相对 速度 (c 一 站， 则 不 出 咯 时 间断 兽 0 是 由 不 辐 质点 集 
组 成 ， 即 有 质点 穿 过 问 断 而 r。 这 构成 了 物质 导数 的 新 的 组 成 部 分 ， 它 很 容易 按 下 述 方法 或 
得 。 才 了 肝 间 内 尼 : 区 焉 因 间 断面 相对 于 质点 运动 而 闫 少 的 体积 为 4 -nodsdi: 用 此 减少 的 


区 的 伍 各 分 为 | .ec -Yernzgrasdtsdt 时 间 内 ,矿区 域 风 间断 而 相对 于 质点 迁 动 而 增加 的 体 


和 为 (ev) ndsdt, 而 由 此 增加 的 $ 的 体 职 分 为 《eveneg dsat 因此， 出 汪 不 连续 
面 z 相 对 于 物体 的 运动 而 对 物质 导数 的 真 献 为 

| Coy)eng-ds -| (ew)ng'ds=| go ] .nsds (5.5d) 
这 甲 [  ]】 表 间断 值 , 【了 = 了 一 六，f 为 奈 最 、 矢 莉 或 张 最 分 基 , 将 式 (5"50) 与 (5*5 4) 
的 右 端 相 加 起 来 ， 最 后 得 到 物理 是 & 和 质点 速度 v 在 过 过 门 断面 5 有 丝 变 从 这 FF 的 体积 分 的 物 
质 导 数 为 C 6 7; 


寻 [ pdy” 有 名 68 +dive$y) ] ar + :| [$v -6) ] nods 
-| ， 了 + gdivy] dV + LY -0 J neds (516) 
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景 后 提 一 下 在 域 所 中 有 间断 看 时 的 Green-Gauss 定 理 。 
设 参 量 % 定 义 于 体积 广 和 表面 S 上 简 计 为 + 5 上， 《图 
3,3 ) ， 在 越 壕 o 时 有 跳 变 ， 其 在 c 两 侧 之 值 分 别 为 和 和 内。 
对 读 域 应 用 Gauss 定 理 得 


| ,$nads +| $nsds | 到 HG 


=| ,$ady, (B79) 


上 式 太 边 第 二 和 第 三 项 面积 分 中 的 "为 0 的 单位 法 线 矢量 n。 5- 
的 分 量 ， 且 规定 to 指 向 VY" 的 内 部 。 今 后 在 易于 看 清 处 将 


省 去 ns 的 下 标 。 由 此 得 图 3,3 有 间断 面 的 域 
| wasas = | Gdy + | L$ Ymids (57b ) 
式 中 $1 = -6 (5*7c ) 
车 办 = 9;;， 
册 | | omds=|, cap :| [o;; ] rsds (5r7d ) 
习 题 


3.1 设 建 度 场 为 =% /+ 人 V2 = 2x2 /Li1+ 直 ,U9= 3%s/《1+ 科 ， 式 中 %; 为 宇 间 坐标 ， 
( 1) 斌 求 Euler 描 述 的 加 速度 分 量 ， (2) 试 确定 位 移 场 x, = XiX,f); (3) 试 确定 Lagrange 找 
述 的 加 速度 分 量 。 

3.2 斌 确定 题 3*1 速 度 场 的 流 线 和 迹 线 ， 并 指出 ， 在 此 情况 下 它们 刚好 重合 。 

提示 ;， 迹 线 指 流体 质点 运动 的 轨迹 。 质 点 Xp 的 束 线 参数 方程 为 %i = %r(CXPrD。 各 线 的 党 
分 方程 为 dx; = 0,(Xzp,t)dt。 流 线 是 指 在 某 一 固定 狐 时 ti,， 线 上 任 一 点 的 奶 线 方向 均 与 访 点 在 
该 峰 时 的 速度 笑 量 方向 一 至 的 曲线 。 流 线 的 微分 方程 为 dXi/v1 = dxs/UVs= dxsf04，' 在 积分 流 
线 微分 方程 时 认为 ;是 常数 。 对 非 匈 定 速 度 场 ， 流 线 族 的 形状 、 伟 置 要 鸣 时 间 发 生 改 变 ， 对 
定常 流动 ， 流 线 与 迹 线 重合 。 

3.3 连续 介质 的 运动 由 x = A+ (le Hi/jA)sinA(CA+OD, X= ~- B-(e /A) Cos 人 
Oty，xs= 半 s 给 出 。 试 指出 质点 的 运动 路 线 为 国 ， 且 速 窒 秆 为 常数 ， 并 确定 质点 物质 坐标 
五 |， 刀 与 如 、 百 之 关系 。 

8.4 试 指出 加 这 度 a 可 写成 下 列 矢 量 形 式 ， 

av 


1 ， 
= + XY + 一 风 o 
ot 2 


式 中 8 为 Hamilton 算 子 ，g9 = @ ，e 为 车 盯 尔 公款 轴 方 向 单位 秋 量 。 
3.5 对 稳定 过 度 场 y= 3xXixasbl + 2X3%s6; +%ixX:Y36s， 试 殉 定 空间 点 了 Ll1,1，,1) 在 n 
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= 言 (381 -460) 方 向 之 伸 长 率 及 正 交 方 向 n 和 四 = 工 (48 + 364) 之 间 的 药 切 率 。 


提示 ， 草 切 率 ?wss 2n07Vm， 伟 长 率 /dWVn 参 昂 式 (2， "21) 和 (2.22)。 


3.7 试 证 并 (n7) -divy 


+ As DD 百 J Ei 了 一 时 
3"8 斌 证 - 方 ds = oss + 5 der。 式 中 必 s, 为 变形 后 之 面 元 ds 之 分 量 。 


5.9 试 证 -六 Cd) = ddivy。 式 中 al 有 为 体积 增 量 。 


”3°10 试 证 -| 200r7- [tern0n + 20j00) ds; 式 中 名; 为 角 巡 度 舌 量 ，Gs 为 加 速度 


Dt 
夭 量 。 
3.11# 试 证 六 ,2dr = |.[ S$ th + iD ~ D0; Jas;, 
3:12* 试 证 序 |, pids, = |, (pi + pivass — Daviss Jas, 式 中 pi 为 位 一 和 量 ， 
pp = 中. 


提示 ， 利用 面积 分 物质 导数 的 公式 
| Qex, Nadas, -| [入 和 Jas -| Qosdss 


式 中 ，Q(X, 四 为 标量 、 疾 量 和 张 量 的 分 量 ，dSi 为 变形 后 (瞬时 构 形 中 ) 面 元 d$ 的 分 量 。 
3*13 设 基 点 形 痰 率 之 值 为 1 = 六 = 玉 as= Va=V,s= V3 =0, 式 中 a 和 记 为 党 数 ， 


试 求 该 点 单位 售 长 让 -有 > (ds)/ds 之 值 等 于 a 的 方向 所 必须 满足 的 条 件 。 


3"14 范 连 续 介质 的 肯 时 速度 场 为 标量 场 pkx) 的 梯度 ， 试 指出 在 每 一 点 至 少 存在 三 个 互 
相 正 交 的 物质 方向 瞬时 处 于 不 动 。 

3'15 设 标量 41、 正 交 单位 矢量 上 与 > 和 坐标 xi 无关。 连续 介质 作 简 单 章 切 运 动 : 垂直 于 
的 物质 平面 沿 H 方 向 已 平 动 ， 其 速度 与 原点 至 该 面 之 垂直 距离 成 正比 。 斌 决定 此 运动 的 形 赛 
率 矿 ;、 主 伟 长 率 ， 及 形变 率 主轴 四 对 于 此 和 ?> 汐 取 向 。 

3'16 斌 证 明 当 且 仅 当 形 变 率 分 莉 太 与 坐标 无 关 ， 且 基本 不 变量 yc 和 yo 为 0 时 ， 变 
形 场 为 简单 剪 切 。 

提示 : 参看 题 3.15 关 于 简单 剪 切 的 定义 及 其 主 伸 长 率 之 秆 。 

3"17 试 推 导 圆 柱 坐 标 系 (018,2) 中 形变 率 分 其 的 表示 式 。 设 圆柱 坐标 系 中 之 速度 分 量 

为 vp =Up Oz) up=Tato0ygy 2), Us 一 Tazkp lz)o 

提示 ， 可 采用 航 标 赛 搁 法 。 
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第 四 章 ”连续 介质 的 基本 定律 


某 些 连续 介质 普遍 适用 的 物理 定律 ， 常 以 守 伍 定 律 的 形式 出 现 ， 它 们 可 玫 述 为 ， 任 一 过 
续 介 质 业 合 内 ， 荣 物理 量 的 增加 率 等 于 其 供给 率 。 这 些 殿 给 素 通 常 是 由 表面 通 量 和 体积 内 分 
布 的 源 提 供 的 。 我 们 首先 以 这 一 集合 的 整体 为 对 象 来 研究 ， 因 而 这 些 定律 是 以 积分 形式 出 现 
的 ， 其 中 包含 物理 量 的 体积 分 和 而 积分。 虽然， 这 些 体 积分 和 面积 分 的 区 域 不 断 地 改变 其 大 
小 、 形 状 和 位 置 ， 但 它们 仍 属于 同一 物质 集合 。 因 此 ， 当 求 这 些 积分 对 时 间 的 变化 率 时 应 采 
用 物质 导数 。 若 对 所 得 的 积分 形式 的 守恒 定律 采用 局 部 化 假设 ， 即 认为 这 些 定 律 对 任意 小 的 
部 分 也 成 立 、 就 可 以 得 到 微分 形式 或 局 部 形式 的 守恒 定律 。 

些 定律 是 从 各 种 物质 的 宏观 现象 中 抽象 出 来 的 共同 规律 ， 它 们 不 受 连 续 介 质 物 质 结 构 
的 影响 。 因 而 任何 右 续 介质 ， 只 要 速度 不 接近 光速 ， 都 应 遵守 这 些 定律 。 

本 谷中 我 们 将 提 到 质量 、 动 量 、 动 量 矩 和 能 量 四 个 守恒 定律 。 在 讨论 能 量 守恒 定律 时 介 
绍 了 传统 热力 学 的 基本 概念 、 第 一 定律 及 其 在 连续 介质 中 应 用 的 形式 和 间断 面 的 卡 跃 条 件 。， 
至 于 炳 不 等 式 将 分 别 放 在 第 五 章 和 第 八 章 中 讨论 。 


$4.1 质量 守恒 定律 、 连 续 方 程 


最 简单 的 守恒 定律 是 质量 守恒 定律 。 设 连续 体 在 明 时 构 形 《 朋 时 f ) 占有 体积 广 和 和 表面 
积 $ ， 并 设 体内 不 存在 产生 质量 的 源 。 由 于 读 连 续 体 囊 面 3 是 由 同样 的 质点 集 组 成 ， 并 随 这 
些 质点 集运 动 ， 因 此 没有 质量 通过 表面 $ 流 和 人 连续 体 。 这 样 ， 连 续 体质 量 的 增加 率 为 零 ， 运 
动 过 程 中 过 续 体 的 总 和 量 保持 不 变 ， 此 即 质 量 守恒 定律 。 

以 p 和 ps 分 别 表示 连续 体 在 瞬时 构 形 和 参考 构 形 中 的 密度 ， 采 用 空间 描述 时 ， 密 度 p 是 
质点 瞬时 毕 奈 x; 和 时 间 上 的 函数 。 根 据 质量 守恒 定律 有 


| omz=| podys (1°1) 
Ei Fo 


这 里 Jr。 是 参考 构 形 中 的 连续 体 的 体积 。 利 用 式 ( 2:5:2)， 式 (11 ) 可 写 为 | ,(p7 -podz 
= 0 。 根 据 局 部 化 假设 ， 该 式 对 体积 内 任意 小 的 物质 部 分 也 成 立 ， 由 此 得 


py = Ps 《127 
按照 质量 守恒 定律 也 应 有 
D 。 
-i 世上 pa = 0 (1°3) 
利用 { 3:5*36) 式 上 式 写 为 
ap Dp 0 2 * 
{各 + 坟 00]ov-|( 玫 +? 名 J] 0 1°4) 


土 式 对 连续 体 中 的 任意 小 物质 部 分 也 成 立 ， 由 此 得 被 积 国 数 应 恒 等 于 夫 
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p 9 


Ber Pu =0 (15) 
划 -+ divow) =0 
或 = 0 (1'6) 
即 FP + pdiv = 0 


微分 太 程 C15 ) 或 (416 7 式 也 称 为 连续 性 方程 。 
车 连续 体内 速度 场 ， 对 空间 坐标 的 偏 导 数 具 有 间断 ， 则 《C14 ) 式 的 形式 必须 作 改 变 ， 
利用 (3:5'307 式 ， 则 (513) 式 可 写成 对 这 类 速度 场 适 用 的 积分 形式 的 连续 方程 


ap | = ， 
| 名 d+ Pumids 0 C17) 


式 中 心 为 连续 体 表面 外 法 线 方向 余弦 。 

设 连续 体 中 存在 某 个 以 速 座 C 运动 的 物理 不 连续 曲面 c ， 在 该 面 上 密 诬 p 和 质点 速度 ， 
产 汪 有 限 值 跑 跃 。 则 连续 方程 (1.5 ) ( 1.6 ) 式 在 c 上 不 成 立 。 利 用 上 一 章 有 间断 面 情况 下 
体积 分 的 物质 导数 计算 式 可 得 到 量 p ，Y 在 穿 过 时 满足 质量 守恒 的 跳跃 条 仲 。 令 (3:5.6) 式 
中 的 $=p ， 可 得 : 


i _ Pay 1 3 +div (pw ja ply cy J:nds=0 


€1*8) 
此 式 对 连续 体 及 间断 面 c 的 任意 小 部 分 都 成 立 ， 则 各 被 积 函 数 应 人 恒 等 二 等。 由 此 得 : 


Se +tdivipw) = 在 ( 玉 -o) 内 (1'9a) 


[ev ce) jno=0 在 oc 上 《1*95 ) 
趟 (1.95 ) 即 为 在 上 满足 质量 守重 定律 的 咒 跃 条 件 。 
利用 过 续 性 方程 可 简化 体积 分 ] oddy 的 物质 导数 的 计算 ,这 里 乡 为 标量 或 张 量 的 分 量 ， 
p 为 密度 。 考 虑 pg 和， 在 不 连续 面 0 处 有 跳跃 的 一 般 情况 ， 根 据 ( 3:5*6 ) 式 ， 并 以 pg 代替 
其 中 的 多 可 得 


Pr), pdat 二 | 所) + ppdivy Jar 咎 | [pgtv-cy 了 nas 


利用 (1:6 ) 式 ， 上 式 第 一 个 体积 分 的 被 积 国 数 可 简化 为 ; 


D vy o DP sl Dos odivvs -ps 
-PrP + phdivy=p 万 +¢( Dr + dv] 0 万 | 


D 
| pgdr ={, pdr + | reg 0) ends (1°10) 
当 不 存在 物理 不 连续 曲面 9 时， 上 式 简 写 为 


将 111) 式 同 C3:5:39)，(3:5+30) 式 比较 可 见 ， 计 算 1 的 体积 分 的 物质 导数 比 计 
算 $ 的 体积 分 物质 导数 绝 简 单 。 因 此 ， 常 把 物理 量 的 密度 写成 单位 质量 所 含有 的 量 的 形式 ， 


而 不 写成 单位 体积 所 含有 的 量 的 形式 。 对 前 者 ， 求 物理 量 的 物质 导数 化 为 求 体积 分 | ,pgdV 
的 物质 导数 ， 对 后 者 ， 则 化 为 求 体积 分 | 4dF 的 物质 导数 。 
84.2 动量 守恒 定律 、 应 力 张 量 
1 ,动量 守恒 方程 


和 牛 贝 运动 定律 是 对 质点 和 离散 质 点 系 而 讶 的 。 Euler 将 其 推广 于 连续 介质 ， 认 为 下 列 定 
律 是 对 一 切 连 绪 介 质 共 同 成 立 的 一 般 原 理 


Dp 

-Dp=F (221) 
DH _- 

prt (2:2) 


它们 被 称 为 Euier 运动 第 一 和 第 二 定律 ， 其 中 P 为 瞬时 构 形 中 占有 体积 六 的 任 总 连 绪 体 所 
具有 的 线 动量 


P = | ovdz (2:3) 
H 为 诸 连 续 体 洲 对 价 性 众 标 系 原点 的 动量 候 。 
H -| x Pd 《 3. 生 》 


F 为 作用 于 连续 体 六 上 的 外 力 ， 包 括 连续 体 中 与 挛 邻接 部 分 对 于 的 作用 。L 为 这 些 外 力 对 惯 
性 系 坐 标 原点 之 矩 。 

式 ( 2'1 ) 阿 述 了 过 续 体 的 动量 守恒 原理 ， 即 连续 体 任 一 物质 部 分 的 动量 变化 率 等 于 作 
用 在 该 物质 部 分 上 所 有 力 的 主 向 旦 。 

作用 于 连续 体 任 意 部 分 上 的 力 可 分 为 体力 和 面 力 ， 在 连续 体内 作用 着 的 沿 体积 分 布 的 外 
力 称 为 体力 。 设 想 在 连续 体内 任 取 一 体积 元 AY， 并 设 作用 于 此 体 元 上 的 体力 的 合力 为 AF， 
则 单位 质量 的 体力 f 为 下 列 比 值 的 极限 


AF _1dF . 
f=1im pa po dr (2°50) 


式 中 为 密度 。 这 里 我 们 假定 比 信和 的 极限 存在 ， 
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dri re 


设想 一 位 于 连续 体内 的 封闭 面 s ， 外 法 线 矢量 n， 其 方 
向 由 s 的 内 部 指向 外 部 并 重 直 于 As。 由 此 外 法 线 m 我 们 可 
以 区 分 面 元 ds 的 正 侧 和 负 侧 ， 正 侧 对 应 于 "的 正 向 ， 负 例 
则 反之 。 

设 处 于 As 正 侧 一 边 的 物质 部 分 对 处 于 As 负 作 一 过 的 
物质 部 分 的 接触 作用 力 为 AP《 图 4*1) 则 定义 应 力 笑 量 T 为 
下 列 比值 的 极限 


_,. AP _ dP , 

T= lms a (2.50) 

这 里 我 们 搬 定 比值 的 极限 存在 。 当 s 为 连续 体 的 外 表面 时 ， 
T 即 为 外 界 作 用 于 连续 体 的 面 力 ( 接触 力 ) 。 图 4.1 内 边界 上 之 面 力 


我 们 假设 体力 f 是 外 部 的 ， 与 迷 续 体 是 否 存 在 于 基 处 无 关 ， 而 只 是 质点 瞬时 些 标 x 与 时 


间 + 的 硼 数 
f=f(tx, #) C80) 


而 面 力 (接触 力 )T 不 仅 决定 于 所 处 的 界面 位 置 x 和 时 间 上 ， 还 必须 指出 其 作用 面 的 外 法 线 方 
向 mn。 对 外 界面 上 某 点 ， 我 们 假定 只 要 界面 在 该 处 的 共 线 n 相同 ， 则 该 处 的 接触 力 不 论 界面 


井 率 怎 样 ， 都 是 相同 的 ， 则 
T=T(x, 1, nN) (2°6) 


于 是 动量 守恒 定律 式 ( 2*1) 可 写成 ( 省 写 了 自 变 量 + ): 


DD = = 了 
号 evdz | foopodar+| Too nyds 《2.76) 


或 | oaar= 人 copdr+ | .Too nyds (2.75 ) 


IT. Cauchy 应 力 基本 定 运 

现 设 用 一 物质 面 c 将 区 域 三 分 割 为 两 部 分 广 和 六 ， 在 
运动 中 0o 始终 由 同一 质点 集合 构成 。 区 域 广 的 掉 面 为 ”: 和 
0 ， 而 1; 的 界面 为 3; 和 co 《图 4*2) 

由 于 式 (2.7 对 连续 体 的 任 一 部 分 成 立 ， 因 此 它 也 必然 
分 别 对 琅 ; 入, 部 分 成 立 。 设 m 表 示 o 的 指向 内 的 单位 
法 线 矢 量 ， 则 


D 
Bil ovar | of xd 大 


+| Tx, | Tix, myds (2:8) 
31 7 图 4.2 物质 域 分 割 为 两 部 分 


2 pyay =| pfcooar+| Tx, mas+| Tx mds (2.9) 
A ; , ; 
注意 到 机 = 机 | 十 后 2 FF = 天 + 大 将 式 ( 28)7 和 (2:9 ) 相 加 ， 再 减 去 (2.76) 式 ， 即 得 
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| CTlx, m) + Tx, -mjds=0 C2.10» 


由 于 上 式 对 界面 9 .上 任意 小 部 分 成 立 。 由 此 得 Cauchy 应 力 原理 
Tix, -m= ~ Tx, my C 2*11 7 


圭 式 表明 ， 当 外 法 线 方向 有 反 向 时 ， 应 力 笑 量 
也 反 向 。 当 0 为 运动 着 的 物理 不 连续 面 
(2+:11) 式 仍然 成 并 。 

在 瞬时 构 形 中 考虑 一 微小 四 面体 (图 
4.3 ) ， 其 三 个 面 为 外 法 线 指向 坐标 加 负 
向 的 坐标 面 ， 坐 标 面 上 的 面 力 矢量 分 别 以 
T(-e)、T(-e)、T(-e) 表 之 ， 第 四 面 
4BC 的 外 法 线 方向 单位 矢量 为 nm， 其 上 的 
耐力 矢量 为 T。 设 顶点 O 至 .4BC 面 之 垂直 距 
离 为 请 ， 则 四 面体 体积 为 hds， 这 里 ds 为 
48C 之 面积 ， 而 各 坐标 面 之 面积 分 别 为 图 4.3 - 四 面体 上 的 应 力 
nls, neds#h nads, 

为 了 将 《2.7 ) 式 应 用 于 此 四 面体 ， 可 先 求 体积 分 与 面积 分 之 表达 式 。 令 A -> 0《 从 而 
ps-> 0 ) 而 保持 n 不 变 ， 则 有 


2 
Ti~es) 


| paar|<3 dsa (2+120) 


|f ptarv |< Bhds (2.125 ) 
这 里 a 和 上 是 四 面体 pa 和 pf 之 最 大 绝对 值 。 而 面积 分 为 


人 
fTas= To njds+ TX, -tds 


+ Tx, -evnds+T(x, -es)nds (3212c ) 


起 中 e 为 币 卡 尔 坐 标 轴 正 向 的 单位 笑 量 。 当 ->0 时 ， 虫 人 2*126，# ) 式 可 以 看 出 (注意 到 4 
为 有 限 值 )，( 2+:7g，5) 式 中 之 体积 分 较 之 面积 分 为 高 一 阶 的 小 县 而 可 格 去 。 注 意 到 
《2.11 ) 式 ， 由 (2"76,b ) 式 最 后 得 到 


3 中 
Tiny = DS Te)n C 2"12d ) 


Te 工 


将 Te ) (简写 为 T) 沿 坐 标 轴 方 向 分 解 ， 得 
T=0we, C2.13) 
9 


(3a) 应 力 分 量 (bb) 未 力 正身 
图 4"4 应 力 分量 


这 里 ，mi 为 Euler 应 力 张 量 ( 二 阶 张 量 ) 的 分 量 ， 它 表示 瞬时 构 形 中 外 挛 线 为 x; 方 向 的 举 

标 面 面 元 上 沿 坐 标 轴 Xi 方向 的 应 力 分 量 。 用 三 对 举 标 面 从 连续 体 瞬 时 构 形 中 切割 出 的 矩形 

单 宛 体 各 个 面 上 的 应 力 分 量 示 于 (图 4'4c) 中 ,图 中 画 出 各 应 力 分 量 的 正 癌 。 根 据 式 (2"11)， 外 

法 线 为 坐标 轴 负 向 的 举 标 面 面 元 上 的 应 力 分 量 的 正 向 也 上 应 是 沿 举 标 轴 负 向 的 《图 4* 季 》。 
同样 ， 将 4BC 面 元 之 T(m) 镶 坐标 轴 方 向 分 解 得 


Ten) = Te C2.14) 
将 式 2113)3 和 (C214) 代入 (2'12d) 得 
Tj)=0, i 《32315 7 


此 邯 为 Cauchy 应 力 基本 定理 。 注 意 ， 不 论 连 续 体 是 否 处 于 平衡 ， Cauchy 应 力 原 理 (2"11) 
式 及 Cauchy 应 力 基 本 定理 { 2:15 ) 式 均 成 立 。 
将 式 《297) 写 成 分 量 形式 得 


| oopar+|ras (3.16 ) 
利用 式 (2'15) 及 Gauss 定理 ， 可 将 式 中 的 面积 分 改写 为 体积 分 ， 得 
| 四 dr- | exaz+ | rmz 《2.17 ) 
它 对 连续 体内 任意 小 的 物质 部 分 也 应 成 立 ， 由 此 即 得 
p Dos orm + pf. C2°18) 


上 式 称 为 局 部 形式 的 动量 守恒 定律 ， 亦 即 著名 的 Euler 方程 。 而 式 《 2*7 ) 或 (2*16) 则 为 积 
分 形式 的 动量 守恒 定律 
在 平衡 状态 下 ，， = 0 由 上 式 即 得 平衡 方程 


awit pfi= 0 C2*19) 
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当 连 续 体 内 的 速度 场 Y、 密 度 场 p 和 应 为 场 01; 连续 ， 但 它们 对 举 标 的 偏 导数 不 连续 
时 ，《(〔 2°17 ) 或 已 不 适用 ， 这 时 利用 ( 3:5*34 ) 可 得 


-A | pody = | ,ee dV + | puiwinsds CC 2+208 ) 
将 上 式 代 入 《2.16 ) 式 ， 并 注意 到 ( 2"15 ) 式 可 得 
| Up gy =| ofdr+ Jo powi nids C2"20b ) 
号 成 矢量 形式 为 
{2a + | pvenas = | ,ptay + Ta C 2.20c ) 
亚 。 物 理 问 断面 处 的 巾 跃 条 件 
设 连 续 体内 存在 以 速度 ¢ 运动 着 的 物理 不 连续 曲面 0 ， 当 通过 0 时 密度 p 、 质 点 速度 * 
和 应 力 oj; 发 生 有 限 跳跃 ， 此 时 运动 方程 《 2,18 ) 在 o 上 不 成 立 ， 动 量 守恒 定律 应 改写 成 : 
| ep = {omds+ | .ofar (3.21 
利用 《< 3:5*6) 和 (3:5"7d ) 于 上 式 左边 和 右边 第 一 个 积分 得 


BUDD | 
[| Ey + (pui07)2 AV + ,pulo; Ci EA 


=[ ,oma +] [oi. rds 十 |, ,ofav 


或 1 [aep :ooops-om-or]dz 
+ |_L pvilos -2) “on nds= 0 (2.22 ) 
此 式 对 连续 体 及 不 连续 曲面 o 的 任意 小 部 分 必须 成 立 ， 则 各 被 积 国 数 应 恒 等 于 堆 。 由 此 得 
p 人 =ozi+ pfi 在 六 ~o 内 ( 2.234) 
Lovitw -ce -on=0 在 o 上 (2"235 ) 


( 2.235) 即 为 在 0 上 满足 动量 守恒 的 跳跃 条 件 。 


$4*3 动量 矩 守恒 定律 


I .动量 烃 守 恤 方 程 
Euler 运动 第 二 定律 (2.2) 式 阐明 了 连续 介质 的 动量 矩 守恒 定律 ， 即 连续 体 任 一 物质 部 


分 对 惯性 坐标 系 原 点 之 动量 矩 变化 率 等 于 外 力 对 坐标 原点 之 主 矩 。 此 物质 部 分 之 动量 乍 如 
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《2"4 ) 式 所 示 。 外 力 对 坐标 原点 之 矩 包括 作用 于 该 物质 部 分 上 之 体力 f 及 该 物质 部 分 界面 上 
之 面 力 ( 接触 力 》T 对 坐标 原点 之 抱 ， 即 


| ee x fyd + fa x Tyds 


此 外 ， 还 可 能 存在 体 答 bt Xx) 和 和 面 扼 mCx，m 》。 这 里 b《 x) 为 作用 于 连续 体 单位 质量 上 
的 外 力 偶 闪 量 ， 而 mx%x，m ) 为 作用 于 外 法 线 为 n 的 面 元 4S 上 的 单位 面积 的 力 惕 估量 接 
触 作用 ) *。 由 此 总 外 力 拭 为 

L=| ,ptxx fyay + [Gx Ty es | obar + | mds {3.1) 
动量 下 守恒 定律 写 为 

- | “Woay = | ,pxx Par 

+ ,xx TdS + ,obary +| mds (3.2) 
注意 到 式 《1'11 》 上 式 左边 可 改写 为 : 
入 evr (各 sw 梧 )mr ww Vi 


上 Jo en 


将 动量 矩 守恒 定律 应 用 于 连续 体内 任 一 微小 的 半 元 体 


《图 4.5)， 并 选择 单元 体内 任 一 点 0 作为 坐标 原 式 ， 则 当 dv 

令 微 元 体 的 线 度 尺寸 d 工 和 体积 dF 赵 于 零 时 ， 可 看 出 (3"2 ) ， 

式 中 所 有 各 积分 均 比 最 后 一 个 面积 分 高 1 一 2 阶 的 小 量 ， 忽 f 

上 略 这 些 更 高 阶 的 小 量 ， 得 图 4.5 微 元 体 的 力 托 年 衡 
| mas= 0 (dL > 0, dr» 0) (3.40) 


时 
Mi-a2:) 


图 4-8 内 边界 上 萝 层 单元 体 的 平 贷 图 4,7 四 面体 上 的 侦 应 力 


“1980 年 以 来 ， 铀 应 力 弹 性 理论 有 较 大 发 展 ， 有 兴趣 的 读者 可 看 [13]，[14]， 
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将 (3"40 ) 式 应 用 于 连续 体内 性 一 内 边界 oo 上 的 湾 层 徽 单 元 体 gd ( 独 4.6), 即 可 得 类 似 于 


(2:11 ) 的 式 子 
mt -y=—m(+y {3.45) 


上 式 焉 明 ， 界 面 正 仙 与 负 侧 的 面 乱 矢量 等 什 反 号 。 当 0 为 运动 着 的 物 量 不 连续 而 时, (3,46， 
6) 式 仍然 成 立 。 
将 (3.46 ) 式 应 用 于 (图 1.7) 所 示 的 微 外 曾 体 ， 得 
mtx, nyds + m(x, enmdS rm emdS mx, ~ Bs)nads =0 
式 中 m Cn ) 为 四 面体 上 外 法 线 为 n 的 倾斜 而 上 之 而 矩 矢量 ,m(x，- e,) 为 外 法 线 指向 坐标 者 负 
向 的 各 坐标 面 上 之 面 毁 秋 量 ，6; 为 坐标 轴 正 向 单位 舌 。 利 用 ( 3:48 ) ， 即 可 由 上 式 得 到 类 似 
于 (2+12) 动 的 式 子 


m(n) = Sm( en, 《3.5) 
i™=l 
将 m Cn ) (简写 为 mn ) 和 m (9, )《 简写 为 m ) 沿 坐 标 轴 分 解 ， 得 
m= Mie; 3690) 
m = mii;e) {3:6b) 


未 中 品 为 外 法 线 洪 代 标 轴 正 向 @ 的 坐标 面 上 之 面 矩 矢量 ,mm 则 称 为 侦 应 力 分 量 。 将 (3.6c，6) 
两 式 代入 《3.5 ) 式 ， 即 得 类 似 于 Cauchy 应 力 基本 定理 的 关系 式 : 


NM ;= ti 《 37 7 
将 (32) 式 写成 分 量 形式 ， 得 
Dt ri 
。 D 
其 中 -号 估 |pewiwvidr = | pep (xv dr 
= | p (erasvn t es ee jar 
Doo, CC 3.909) 


=| 如 万 
Vr ft 
上 式 中 eijs ViD8 为 需 是 因为 C ov 对 指标 7、 有 对 称 ， 而 eij; 对 指标 3 3 Rk 为 反对 称 。 而 
Lf emfspar + | ewsTadss |,pbiar + {Mids (C3.96) 
此 式 右 边 的 而 积分 可 变换 为 体积 分 
| .esee7aas= | Cij AXICIIHIdS = | eriom) dr 
= | (enn0m 十 EXIT 
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| Mds= {mimids = | ma 《3.92 ) 
将 上 面 各 式 代 入 ( 3"8) 得 
(ca + pf — p03 )xsdy 


+ eig tmui+ pb dy =0 C3°9d) 
根据 运动 方程 《2,18 》， 上 式 的 第 一 个 积分 为 零 。 由 此 得 
enaoim tm phdy =0 (C3.10) 
此 式 对 连续 体 任 沪 小 物质 部 分 成 立 。 由 此 得 被 积 函 数 应 恒 等 于 零 
ij + Pbitm,=0 C3.11) 


了，Cauchy 应 力 张 量 对 称 性 条 件 和 不 变量 
绝 大 客 数 物质 为 非 极 性 物质 ， 可 不 考虑 体 些 和 曾 矩 ， 则 由 上 式 得 
EDU8G1 = 0 
起 gs 0 (3:12 ) 
即 在 此 种 情况 下 ， 应 力 张 县 是 对 称 的 。 故 存在 三 个 正 交 的 应 力主 同 ， 当 取 三 个 永生 为 坐标 方 
向 时 ， 平 行 于 各 坐标 面 的 面 元 上 无 切 向 应 力 而 只 有 法 向 应 力 ， 称 此 法 向 应 力 为 主 应 为 。 三 个 
主 应 力 分 别 以 0,、0:、0s 表 之 ， 它 们 由 解 下 列 三 次 方程 求 得 


OS Sa0 -a=0 (3.13) 
式 中 和 ci 为 应 力 张 量 9 的 三 个 不 变 基 

Si) = Ok 

这) = 00 -Tui01) ( 3:14) 


'_1 
0) = BMParO pO jied kr 


在 建立 本 构 方程 时 ,我 们 常 需要 将 应 力 张 量 分 解 为 应 力 信 张 量 S， 与 球 张 量 0 = 3 on 之 
和 。 应 力 偏 张 县 定义 为 


Si = 0 Hot 3*15 ) 


它 是 二 阶 对 称 张 量 ， 其 主轴 方向 与 应 力 张 量 01; 的 主轴 方向 一 致 ， 其 主 值 为 


Si= 0 do {3:16) 
它 满足 三 次 方程 

ST -Td -T=0 《3"17 7 
其 中 Tw 应 为 偏 张 量 S51 的 三 个 不 变 基 、 

Tey= Sm=0 


1 


Ty = 二 SS 《3*18 ) 
Ts = 工 SSS 
【一 3 1 hh 


五 ， 物 理 间 断面 处 的 跳 峰 和 架 件 
设 迷 续 体内 存在 以 速度 6 运动 着 的 物 理 不 连续 曲面 9%， 在 0 外 PP，¥、，m;; 和 oj 值 发 
生 有 限 跳 路 ， 则 (3*112 式 在 o 上 不 成 立 。 此 情形 下 动量 和 什 守 恒定 律 应 写成 


| 
如 | ,pt x var=| x x Tas+ | pcx xfyar 


十 | ,pbay + mas (319) 
分 量 形 式 则 为 ; 
总 | enpnvdy = | ,evommds+ 人 easomrrpd 
+ | pbidy + | mas { 3.20) 
利用 式 《C1*10 ) 和 《3:5*76b) 式 ， a 
| @, ap(u + -一 一: Pe ): V+ | guigxi Duoi 一 Cr nids 


-| eaComn+xionoDdPr| evsnxi Eos neds 
一 名 [rd 


‘| eprfrdy +|, poiay +|, mdv + | Lm Yrnsds 
利用 运动 方程 C2'18 ) 并 注意 eitvivs =0， 上 式 岗 化 为 
| Lengs 十 月 本 二 和 1 可 天 


十 | Chm —eiraxik oustyr— £;) -os drss=0 C3.21) 

上 式 对 连续 体 和 og 上 任 一 微小 部 分 成 立 ， 由 此 得 
epin + phi t+ miisj =0 在 一 0 内 C 3+229) 
eaxi purty — en) -on n= Tr]: 在 sf 上 《3225 ) 


址 《31225) 为 0 上 满足 动量 簿 守恒 的 帐 路 条 件 。 
当 不 考虑 面 代 时， 满足 动量 矩 守恒 的 跳 路 条件 与 满足 动量 和 守恒 的 距 路 条 件 是 相同 的 。 


$4.4 ”热力 学 的 一 些 基本 概念 与 热力 学 第 一 定律 


能 量 守 恒定 律 是 自然 界 的 一 粤 普 遍 规 律 ， 它 指出 : 物 系 能 量 的 增加 应 等 于 输入 的 能 最 。 
能 可 以 从 一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 ， 但 在 转化 和 传递 过 程 中 ， 能 最 的 数量 不 变 ， 它 不 会 无 
由 人生 有 ， 也 不 会 无 形 消 失 。 本 节 我 们 讨论 热力 学 过 程 的 能 重 守 乙 ， 它 由 热力 学 第 一 定律 来 表 
述 。 
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I ， 基 本 概念 

如 个 1 所 述 ， 我 们 研究 的 对 象 是 由 连续 介质 组 成 的 荣 个 实 束 日 :， 它 的 初始 构 形 是 由 其 
物质 坐标 X 而 唯一 确定 的 。 连 续 介 质 的 这 一 特定 集合 在 热力 学 中 被 称 为 系统 。 一 个 与 周围 介 
质 无 物质 交换 的 系统 称 为 封 闲 系统 。 今 后 如 无 特别 声明 ， 所 讨论 的 系统 将 限于 封 别 系统。 与 
岗 转 介质 既 无 物质 交 恢 又 无 能 量 交 欣 的 系统 称 为 孤立 系统 。 传 统 热 力学 中 常 讨 论 珀 立 系统 ,而 
在 连续 介质 力学 中 也 研究 开 系统 。 

一 个 纯 碎 的 热 过 程 是 这 样 一 个 过 程 ， 在 此 过 程 中 能 量 流 过 系统 的 边界 或 由 内 部 热源 供给 
系统 是 在 下 述 条 件 下 进行 的 ， 无 体力 ;部 分 边界 固定 不 动 ， 而 其 它 边 界 则 无 表 而 力 的 作用 ， 
这 类 能 量 称 之 为 热 ， 并 以 Q@ 表 之 。… 个 绝热 过 程 是 这 样 一 个 过 程 ， 华 此 过 程 中 无 内 部 热源 供 
热 而 边 异 上 叉 是 绝热 的 ， 能 量 传 至 系统 内 部 是 靠 施 加 表面 力 与 体力 来 完成 的 ， 这 类 能 量 称 之 
为 功 ， 并 以 印 表 之 。 绝 热 过 程 又 称 为 纯 力 学 过 程 ， 经 受 绚 热 过 程 的 系统 称 为 绝热 系统 。 一 个 
热力 学 过 程 则 是 -一 个 既 有 乌 作 用 又 有 热 传 至 系统 上 的 过 程 。 

作为 一 个 公理 ， 我 们 将 假设 系统 ( 域 ) 2x 及 其 微 系统 wx 拥有 内 能 EE， 它 是 … 个 具有 广 
延性 质 (Extensive ) 的 可 加 性 量 ， 即 存在 一 个 在 由 xz 中 分 片 连续 的 单位 质量 能 县 密度 ， 合 
得 


Fa = { precX, tadr = | ,petx, dV CC del ) 


这 一 公理 使 我 们 摆脱 了 传统 热力 学 关于 研究 的 系统 是 均 义 有 限 系统 ， 过 程 是 静态 或 拟 静 态 
和 过程 的 束缚 ， 对 连续 介质 热力 学 的 研究 只 有 十 分 重要 的 意义 。 事 实 上 在 传统 热力 学 中 ， 内 能 
的 定义 是 从 下 述 理 棚 化 的 过 程 中 抽象 出 来 的 ， 即 “一个 绝热 系统 从 状态 经 任 一 路 径 至 状态 
f ， 册 外 界 对 系统 所 散 之 功 都 相等 ， 出 此 得 出 存在 一 个 表征 系统 状态 的 单 信 函数 一 一 内 能 
EE”， 这 一 理想 的 过 程 明确 地 要 求 系统 内 部 的 状态 必须 起 均 义 的 ( 否则 就 不 存在 系统 的 单 值 
内 能 国 数 》， 和 过 程 必须 是 平衡 或 拟 平衡 的 《否则 就 不 可 能 达到 均匀 状态 ) ， 这 些 直到 今天 
仍 在 热力 学 中 起 主导 作用 的 概念 ， 对 连续 介质 力学 工作 者 是 很 吃 尺 的 。 这 大 因为 那 怕 是 初等 
的 连续 介质 力学 ， 如 水 力学 和 材料 力学 ， 用 的 也 都 是 场 的 理论 ， 即 认为 应 力 应 变 状态 是 决定 
于 空间 位 置 的 ， 是 在 空间 变化 的 ， 因而 必须 用 应 变 和 应 力 去 代 圭 传 统 热力 学 中 诸如 岩 尔 体积 
和 容器 压力 的 概念 。 另 -方面 实际 过 程 不 可 能 是 静态 的 或 无 限 慢 的 ， 正 如 Truesdell 所 述 : 

既 痰 过 程 又 痰 平衡 本 身 就 是 矛盾 的 。 总 之 连续 介质 热力 学 是 不 可 能 在 传统 热力 学 的 这 些 基 本 
概念 土 发 展 的 。 我 们 必须 从 非 汐 匀 场 概念 的 前 提出 发 来 建立 我 们 的 体系 ， 这 里 最 重要 的 当然 
是 基本 槛 型 的 选择 ， 使 之 既 能 适合 于 场 的 分 析 的 需要 ， 又 能 有 确定 的 物理 内 酒 。 在 导论 中 提 
到 的 宏观 无 限 小 、 微 观 无 限 大 的 微 系统 ( 单元 ) 异型 就 是 这 样 一 个 异型 ， :一 方面 它 道 过 “ 宏 
观 无 限 小 ”的 引入 使 得 关于 @x 具有 均 句 的 热力 学 状态 的 假设 对 场 的 数学 分 析 造 成 的 误差 可 
以 忽略 不 计 ， 另 一 方面 通过 “微观 无 限 大 ? 又 使 得 x 具有 足够 多 的 粒子 ,使 得 对 该 系统 引入 
的 参量 是 有 统计 平均 的 物理 基础 的 。 其 次 在 建立 基本 理论 系统 时 ， 我 们 必须 明确 那些 概念 和 
原理 是 不 说 自明 的 ， 是 推导 其 它 定律 和 建立 概念 的 基础， 它们 的 正确 性 是 根据 长 期 的 经 验 确 
认 的 ， 是 难以 也 不 必要 加 以 证 明 的 ， 这 样 的 原理 我 们 称 之 为 公理 。 它 对 于 研究 复杂 的 热力 学 
过 程 具 有 极 大 的 重要 性 ， 例如 在 这 里 我 们 摆脱 了 传统 热力 学 关于 内 能 定义 方法 ， 作为 公理 确 
认 了 具有 广 鞍 性 质 的 内 能 密度 的 存在 ， 这 就 商定 了 连续 介质 热力 学 的 一 今 重要 支柱 ， 使 得 有 
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可 能 摆脱 均匀 、 平 衡 党 传统 热力 学 观念 的 束 绢 ， 从 这 里 我 们 可 以 看 出 公理 化 方 基 的 极为 重要 
的 意义 。 : 

基本 纪 念 ”一 个 热力 学 系统 的 状态 变量 是 一 个 可 测量 的 ( 直接 的 或 间接 的) 物理 实体 
《Physical entity ) 。 它 在 时 刻 的 数值 大 小 对 于 唯一 地 决定 在 + 时刻 的 能 量 密度 。 的 数值 
是 必须 的 《但 并 不 是 充分 的 》。 进 而 如 果 这 个 状态 变 且 不 是 以 前 发 现 的 状 志 变量 的 函数 ， 它 
就 称 之 为 基本 的 (Primitive ) 状态 变量 。 承认 应 变 是 可 测量 的 ， 并 且 应 变 变化 将 改变 固体 
的 内 能 ， 人 们 确信 应 变 张 量 是 描述 固体 介质 热力 学 状态 的 基本 状态 变量 ;承认 当 应 变 保 持 和 党 
数 时 ， 籍 助 于 一 个 热力 学 过 程 也 可 以 收 变 内 能 ， 因 而 反映 着 系统 “ 准 度 ”或 “热度 ”并 可 用 
如 同 热电 偶 那 樟 的 装置 进行 测定 的 物理 量 一 一 温度 ， 也 层 状态 变量 ， 它 们 都 是 独立 的 变量 ， 
它们 的 函数 如 应 力 张 景 和 内 能 则 称 之 为 状态 印 数 ， 而 表达 这 些 状 态 变 量 间 关 系 的 方程 则 称 之 
为 状态 方程 或 本 构 方程 。 

I ,热力 学 第 一 定律 

热力 学 第 定律 可 表述 为 : 作用 于 系统 上 功 的 增 量 59V 加 上 系统 接受 的 热 的 增 景 6Q 等 子 
系统 内 能 的 增 量 A 加 上 动能 的 增 量 4AK， 即 

AE +AK= ON + 0 C4.2) 
符号 和 和 6 分 期 表示 与 过 程 无 关 的 量 ( 状 态 量 ) 逢 与 过 程 有 关 的 量 《 过 程 量 ) 的 增 基 。 应 读 指 
出 的 是 动能 及 和 内 能 瑟 一 样 都 是 可 加 性 的 状态 函数 ， 而 在 过 程 中 作 的 功 或 加 的 热 ， 则 不 仅 与 
初始 和 终了 状态 有 关 ， 而 且 与 过 程 本 身 有 关 ， 这 就 是 为 什么 驴 与 色 前 采用 符号 5 之 故 。 如 膝 
此 增 虹 无 限 小 ， 且 方程 (4*2) 中 的 量 是 时 间 的 可 微 函 数 ， 则 可 写成 举 的 形式 
E+K=W+Q C4:3) 

式 中 “.， ”表示 对 时 间 的 物质 导数 。 显 然 ， 热 力学 第 一 定律 表述 的 是 能 晤 守重 定律 。 

亚 。 热 力学 第 一 定律 在 连续 介质 中 的 应 用 

设 连 续 体 中 任 .- 质 点 X 在 瞬时 上 时 的 速 床 为 v， 则 其 具有 的 总 动能 为 


-1 。 -1 有 ， 
K = i| ,ps vadV 1 | ,powiar Cdrd) 


这 里 积分 区 域 是 连续 笨 瞬 时 构 形 的 体积 。 
外 力 《 包括 体力 、 面 力 、 体 矩 和 而 矩 ) 对 物体 所 作 的 机 械 功 率 为 : 


DW jf ¥odl + | "ydst | ,pb ody + J mods 


- | fivipdV + JT mds + | bond + ionas 
， 


= | aear + | .omiaadS + | ,pbr edV + | Cm) dr 
《445 7 
式 中 钙 为 瞬时 角速度 矢量 。 

热 昌 输入 连续 体 是 通过 连续 体 表 面 和 体内 的 内 热源 两 个 途径 。 单位 时 间 内 通过 单位 等 温 
面积 的 热量 称 为 热流 密度 ， 以 h 表 之 ， 它 是 矢量 ， 其 方向 垂直 于 等 温 面 而 指向 温度 降低 的 方 
向 。 报 据 Fourier 热传导 定律 ， 对 各 铅 同 性 介质 有 

47 


h = ~ AgradT 《46 7) 


这 里 了 为 温度 ， 4 为 导热 系数 。 由 此 ， 单 位 时 间 内 经 过 连续 体 表面 元 ds (其 外 法 线 单位 矢量 
为 n ) 流 人 连续 体 的 热量 为 
一 hnds = -fnds 


设 体内 还 有 分 布 内 热源 , 单位 质量 在 单位 时 间 内 供应 的 热量 以 4g 党 之 ， 则 单位 时 间 物体 
暧 收 的 总 热量 为 
-号 - -J hends + | ,paar ( 4.7) 


将 式 C411) 《4:4) C415) 和 《47?) 代 人 热力 学 第 一 定律 (4.3) 式 ， 并 利用 《1*11) 
式 得 
jo (lovte)ar= | fy;+ phama + gd 大 
rr” Dit \2 Oli Pre TP 


+ Jo 一 让 Ynyds 十 [| + mn Yd tC 48) 
将 土 式 有 边 的 面积 分 化 为 体积 分 
[oh mds = jm t ony -say 


= | osm + 0st oun) ~ hyd 
这 里 利用 了 21 = 了 + = 六 +enj4( 风 3:4*1 式 )。 将 上 式 代 人 (4"8) 得 
De 可 . ,Du 
| Dt d= b(nit pf ?pt ) ray 


+ | Cone + Hy kj + pbry dr 十 | esdF 


+| ,Cpa- 站， yay + [mamar 


根据 由 动 是 和 动量 矩 守 恒定 律 得 到 的 (2.18 ) 和 《 211) 式 ， 上 起 右边 头 两 个 体积 分 为 零 ， 
由 此 得 
| PE A= |e + ti) i + DG tddV 《449 了 


此 即 为 热力 学 第 一 定律 的 积分 形式 。 由 于 它 对 物体 内 任意 小 物质 部 分 都 必须 成 立 ， 则 等 式 两 
边 基 被 积 国 数 应 相等 ， 由 此 得 到 热力 学 第 一 定律 的 局 部 形式 


p -0 《4 10 ) 
这 里 ，De/Di 为 单位 畦 最 的 内 能 变化 率 ， cj 六 5 为 伸 长 和 剪 切 变形 功率 。 而 ,181i 为 相对 
转动 变形 功率 ， 即 昔 元 体 变 形 前 相互 平行 的 一 对 面 产生 相对 转动 时 这 些 面 上 之 面 矩 所 做 的 功 
率 【 图 4.8 ) 。 上 式 中 的 下 标 “,j” 指 对 空间 学 标 %; 求 偏 导 数 。 

这 里 要 强调 的 是 式 《4.9 ) 和 (4.10) 都 是 在 空间 坐标 架 《 同时 构 形 ) 中 写 出 的 热力 学 第 
一 定律 的 形式 ， 它 在 初始 构 形 中 表述 的 形式 将 在 88'2 中 子 以 介绍 。 
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(a) 左 、 省 面纱 z! 轴 果 对 转动 (b) 上 ， 下 面 绕 xX1 轴 相对 转动 
图 1:8” 俩 应 力 完 成 的 功率 


KW ， 物 理 问 断面 处 的 距 跃 条 件 
设 体内 存在 物理 不 连续 曲面 oc ， 当 穿 过 0 时，p 、e  、Y，、 台 、a、ma、g 等 出 现 了 有 
限 跳跃 ， 则 《4.10》 式 在 0 上 不 成 立 。 此 时 能 量 守恒 定律 可 写 为 
忆 ， |,,e ( € + objar =| kofm + Oba Con + pd 
:| ov bifid + Pin OAR € 4°11 ) 
利用 式 C1:190 ) 于 上 式 左 边 的 体积 分 ， 式 《3:5"75 ) 学 上 式 右 边 的 面积 分 ， 得 


| ,2 六 (Ste)ar + a (vo +ejc -ty vsnas 


-|, 《Dr + DR + paarV +|, 《Got hi) dr 
+| [ow —h; nds+ | (msonyuaF+| Ens nds 


再 利用 由 动量 与 动 节 矩 守 伍 所 得 的 结果 ， 经 化 简 后 得 到 下 式 
| (e De 一 on ia- mw th pa ) dy 


+|.! p (Low +e) v0) -oi + hm nds=0 (412) 


此 式 对 体内 及 不 连续 曲面 of 上 的 任 一 部 分 均 成 立 ， 则 各 被 积 郁 数 应 恒 等 于 考 。 由 此 得 


p A + hi — p= 0 
(在 这 一 中 内 《4"1349 ) 
{po (loute) (Cus— cr) ont — mme th r=0 
在 9 上 Cdr13b ) 
式 (4.136 ) 即 为 能 量 守 全 定律 在 9 上 的 此 跃 条 件 。 在 不 存在 面 矩 的 情况 下 ， 上 两 式 简化 为 
p PE ait 在 ( 斑 - 癌 内) 《4"14a ) 
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ee Ee 


【 p (doiws re ) (wim en) -oa t+hlm=0 在 c 上 (4.146) 
其 过 程 是 绝热 的 纯 力学 过 程 ， 则 《 4 146) 可 进一步 简化 为 
p BE os 


(4.15 ) 
V。 讨论 
现在 我 们 从 动量 守恒 定律 导 得 的 运动 方程 (2.18 ) 式 出 发 ， 将 运动 方程 两 边 怀 以 速 府 
Vv,， 然后 对 体积 积分 ， 得 
{pomar = [owidr + pear (4.16 ) 
上 式 右 边 第 一 个 积分 可 化 为 
gumadr = {ow0mas - ody = | Tods- {oradr 
这 里 我 们 已 经 利用 了 不 计 面 矩 和 体 矩 性 应 力 张 量 的 对 称 性 。 将 上 上 式 代 人 《4*16 ) 式 得 
总 [eeaz + {oursar = { Twas + | pfwidry (4.17 ) 
上 式 布 进 为 外 力 之 功率 。 由 式 《4*17 ) 得 ， 外 力 功率 除 增 加 系统 的 动能 外 还 棍 供 使 系统 产生 


宏观 变形 所 需 的 应 力 功率 。 将 式 《4*17 ) 同 不 考虑 面 矩 和 性 和 矩 时 之 热力 学 第 一 定律 的 积分 形 
式 《458) 式 


DI{L1. DD | | 
所) ored + - |,pear = Tivds+ {pf viay 
+| paay -| hmds (4.18) 
区 3 
比较 ， 可 得 
D 2 
-pF pedV = | ouV dy + | pgar | hnas CC 4119 》 


即 内 能 之 增加 蚊 等 于 应 力 所 艇 之 变形 功 来 与 传 热 、 供 执 率 之 和 ， 而 在 绝热 无 耗 散 的 过 程 
m， 则 内 能 之 增加 仅 由 应 力 功率 来 提供 ， 应 力 在 变形 过 程 中 所 作 的 功 ， 被 侈 部 贮存 起 来 ， 故 
迹 项 内 能 亦 常 你 为 应 变 内 能 或 简称 应 变 能 。 值 得 注意 的 是 直接 由 运动 微分 方程 得 到 的 (4"17) 
式 不 能 找 述 连续 介质 系统 的 能 基 平 衡 ， 因 为 它 没 有 包含 内 能 与 热能 在 其 中 ， 因 而 不 能 代替 能 
量 守恒 定律 即 热 力学 第 一 定律 。 为 了 对 这 … 问 题 有 更 清晰 的 认识 我 们 有 必要 从 微观 角度 上 作 
些 讨论 。 如 前 所 述 体积 为 4 的 微 系 统 wx 是 宏观 无 限 小 、 微 观 无 限 大 的 系统 ， 这 意味 着 它 包 
含 着 大 量 的 粒子 《原子 和 分 子 )， 它 们 在 粒子 问 在 在 的 保 宁 力作 用 下 构成 一 定形 状 的 “ 框 
架 ”, 应 变 gi; 的 作用 改变 着 “框架 ”的 形状 和 大 小 ,也 改变 着 粒子 平衡 位 置 间 的 相对 距离 ， 使 
应 力 功 转换 成 粒子 间 的 势能 ， 即 宏观 上 所 说 的 应 变 能 。 从 物理 学 中 我 们 知道 粒子 是 在 不 断 运 
动 绅 的， 是 混乱 的 、 光 序 的 ， 但 在 某 种 下界 条 件 下 ， 它 在 一 区 宏观 上 很 短 但 在 微观 上 很 长 的 
时 阅 内 的 于 均 速 度 却 可 能 是 有 规律 的 《 试 设想 吃饭 时 间 学 生 们 走向 食堂 的 杂乱 运动 中 ， 有 着 
走向 食堂 的 平均 速度 ， 这 里 把 学 生 的 全 体 看 成 徽 系 统 wx 中 的 分 子 ) 。 于 是 粒子 的 速度 可 看 
成 其 平均 速度 与 无 序 的 脉动 速度 之 和 。 由 于 动量 与 速度 成 线性 关系 ， 这 种 脉动 速度 相应 的 动 


$0 


量 的 平均 值 将 为 零 ， 因 而 它 将 不 影响 微 系 统 的 平均 动量 与 总 动量 。 但 是 粒子 的 动能 却 与 核子 
速 诬 成 二 次 方 甘 系 ， 它 始终 为 正 ， 因 而 粒子 系 的 动能 除 在 式 (4'18) 中 第 一 项 反映 的 由 平均 速 
度 算得 之 功能 外 ,还 有 由 无 规则 的 粒子 脉动 运动 所 形成 的 动能 ,这 一 部 分 所 具有 的 能 量 构 成 了 
内 能 的 另 一 个 重要 组 成 部 分 ， 但 它 与 应 变 势 能 不 同 ， 它 是 与 分 子 的 无 序 运 动 相应 的 ， 难 以 从 
部 释 帮 出 来 变 为 有 用 功 。 显 然 式 (417 ) 无 法 脏 插 这 种 无 序 的 内 能 ， 因 而 它 不 能 表 沙 能 基 的 
平衡 方程 ， 相 及 (C4:18 ) 式 则 将 此 种 无 序 能 量 包 含 在 内 能 e 中 ， 开 指明 了 使 这 种 无 闻 运 动 的 
能 量 增加 的 可 能 性 。 例 如 县 有 无 这 运 动 的 粒子 通过 微 元 从 边界 迁移 到 该 系 统 中 成 过 界外 粒子 
在 边界 上 造成 的 微 应力 所 引起 的 泡 序 动能 之 增加 5 广 ， 恋 脉动 的 微 应 力 亦 不 影 啊 动 曙 与 动量 
矩 定律 ) ， 这 些 作 用 在 党 观 上 就 对 应 着 式 { 41:19) 最 后 一 项 小 水 的 供 热 能 曙 《{ 这 -一 点 可 从 
中 .4 最 后 一 段 关 于 谐 流 能 量 方程 的 讨论 得 到 更 明确 的 认识 ， 诗 读 攻 注 者 的 是 浊 流 的 分 析 与 从 
粒子 运动 论 的 栅 点 对 热力 学 第 一 定律 的 讨论 有 着 十 分 密 研 的 居 系 ， 大 而 我 们 把 有 关 的 数学 分 
折 摆 在 沙 流 那 -市 米 进 行 ，》。 另 外 对 耗 散 变形 《例如 塑性 变形 ) ， 式 《4+19 ) 表示 的 应 力 功 
志 岂 可 部 分 地 通过 内 麻 控 及 相应 的 微 现 机 制 把 有 序 的 能 早 变 为 区 序 的 分 子 运动 动能 ， 从 而 也 
造成 了 内 能 的 增加 。 注 意 旬 内 能 与 温度 的 密切 关系 ( 系统 的 温度 类 征 的 正 起 分 子 的 统计 半 均 
动能 ) ， 因 诈 无 论 趾 传 热 或 内 部 析 责 部 扣 千 成 系统 温度 的 开放 。 
应 读 指 出 的 感 式 (4117 是 通过 庆 动 微分 方程 的 积分 奈 求 得 的 ， 尽 管 它 不 能 表示 连续 介 
质 的 能 最 六 衔 ， 但 是 它 不 答 材 料 是 否 有 几 肯 碟 传 热 ， 也 不 管 其 本 构 关 系 如 全 。 它 总 是 成 并 
的 。 问 样 的 结论 对 我 们 妈 将 要 推导 的 虚 功 率 方 稳 也 是 成 立 的 。 事 实 上 如 果 在 求 帮 5C4.17 ) 时 
用 soi 伐 各 a， 则 得 到 碟 功 来 万 种 
[po60dr + | assosar=| Te Suds yj orsudr (4:20 ) 


苍 将 惯性 力 pw, 鱼 含 在 体积 力 pfi 之 中 ， 即 令 


PF, fu 
但 虑 《< 420 化 为 

{or ar = | Ti6mdS + fpFidvdy ( 4121) 
E 碟 本 边 秉 以 dt， 并 油 虐 小 变 有 形 悄 形 ， 得 

JouSesar = | ,pF. GudV + | TSuds C 4.22) 


式 中 生 蚊 质点 的 位移 。 上 上 或 号 是 共和 多 的 虞 功 
旧 理 ， 它 上 志明， 在 平衡 条 作 天 ， 外 妈 的 契 功 
与 内 才 的 虚 功 之 总 和 为 党 。 这 于， 内 力 的 碟 
功 为 -| aseuaP。 生 实 上 对 单元 体 d 玉 而 
言 ， 谋 力 G5 为 下 为 ， 而 内 力 为 单元 体内 部 
对 外 部 的 友和 杭 力 0， 瑟 0= 一 06i 《方向 相反 》， 因 此 外 为 玉 功 为 046e,,9VY 时 ， 则 内 力克 
功 为 -ciigeidgj。 


图 419 单 起 体 的 由 壤 


号 


TH a 


习题 


4"T 坟 运 动 为 无 旅 ， 即 泣 蓄 张 重 也 1 处 处 为 堆 , 试 确定 这 逢 运动 下 连续 方程 的 形式 。 

提示 : 无 旋 运 动 的 速度 有 势 : Y=Eradfh， 其 中 四 为 标量 函数 。 

4"2 试 证 连续 方 鸦 的 物质 形式 DCpy)/DI= 0 与 空间 形式 Dp/Di+ poku= 0 等 俐 。 

$3 试 证 ， 速 度 汤 U; = Axj/r3 满 足 不 可 上 压缩 流动 的 连续 方程 , 式 中 4 为 常数 ，r? = xxi。 

提示 : 对 不 可 压 和 流 动 ，v41w = 全 ， 

4"4 对 速度 场 gi ==x;A(1 + 说 ， 沪指 出 Oxixams = Do 区 :2 其 1 

提示 : 积分 求 得 xi=%i(X，t)， 并 由 和 连续 方程 积分 求 得 p= plpo，+4)。 

4*5 有 一 个 二 维 不 可 压缩 流动 ， = ACG 一 /rt =A(2X00) /rt，Vs=0, 式 中 
= 地 + 六。 斌 证 此 运动 满足 连续 方程 ， 且 为 无 旋 运动 。 

4*6 在 二 维 不 可 压缩 流动 中 ,V1= - dx/r*， 式 中 .4 为 溃 获 ， 严 = 地 +%， 落 对 所 有 次 有 
i= 0 时 由 = 0， 试 决定 mw， 并 指出 运动 为 无 茧 ， 且 流 线 为 圆 。 

提示 : 由 Wha = 0 可 得 vy,:， 积分 求 m。 对 无 旋 返 动 ， Curly= 0。 

4:7 试 证 圆柱 体 坐 标 之 连续 方程 为 


” (2 ) + (rpur) 十 -oa +r (pvz)=0 
4:8 带 gij= 一 了 6;， 或 中 户 为 正常 数 ， 试 证 应 力 率 可 用 下 式 表 未 ; 
ao bb De 
Vso; p Dt [ 
式 中 三 ;为 形变 率 张 量 。 
4.9 令 e 为 单位 质量 的 内 能 ， 试 证 对 理想 气体 的 绝热 运动 有 
p= — pdivy, 


提示 ; 对 理想 气体 0ij = 一 D6,;，， 参看 习题 4*8 并 利用 连续 方程 ， 即 可 得 证 。 
4°10 车 91= 一 Dt AV s+ oH si; 及 而 = 一 条,;， 起 中 有 为 热流 括 量 的 分 喇 , 了 为 
温度 ， 上 有 为 导热 系数 ， 试 证 明 ， 能 量 守恒 方 竹 可 写成 


?六 -2 项 + AF2C TY 4p Te) +hT ,tt pg 


滨 中 iy 和 (sy 为 形变 府 张 恒 Vij 的 第 一 和 第 二 不 变量 。 
4:11 车 oi = BViVsj, 读 用 形变 率 张 量 不 变量 1)、J wj 各 Js) 表示 上 应 为 功率 Ci is 


4'12 试 证 : 


去 ( 下 ) = Cina + OiV 1) 


式 中 ， ;为 角速度 放量 ， 全 为 加 速度 矢量 。 
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二 Di _ 
提示 : 9 erga 了 
和 13。 诚 证 


|,Qounias = | [caQ， 十 pa( 人 一 六 )]ar 


式 中 性 为 任 一 标量 ， 失 量 或 张 量 的 分 量 ，j; 为 单位 质量 之 体力 。 

4+14 设 在 连续 介质 内 存在 以 速度 Cc 运动 的 物理 间断 面 0，。 穿 过 间断 画 时 ,质点 运动 束 
度 Y 和 介质 密度 发 生路 次。 设 间 断 画 的 单位 法 向 括 量 为 1zs， 在 问 断 面 正 侧 区 域内 ， 上 质点 运动 
速度 为 va， 密度 为 pi， 面 在 负 合 区 域内 ， 则 分 别 为 Yi 和 pie。 在 问 断 面 上 到 一 夯 g93， 斌 根据 穿 
信和 算出 兹 面 元 之 质量 相等 的 条 件 列 出 满足 质量 字 恒 的 跳跃 条 件 。 


2 
Ti+) 


T(-—) na 


Ya2P2rtoij)s 
| LP Oi) 


题 4'14 图 物理 间断 十 题 4'15 图 。 物 现 问 断面 oq 


4.15 连续 介质 内 存在 以 速度 和 运动 车 的 物理 四 断面 , 察 过 此 面 时 ， 质 点 速度 Y、 介 质 密 
度 p 和 上 应力 张 量 0;; 发 生路 变 。 设 问 断 面 之 法 线 单 位 共 量 为 no， 在 间断 面 正 侧 区 域内 ,质点 速 
度 为 Yay 密度 为 pi 应 力 为 (ai i 2 而 在 负 侧 区 域内 ， 则 分 别 为 Yi，Pi 和 tOii) 1 在 间断 面 上 


到 , 面 元 45, 访 要 所 罕 过 此 而 元 时 示 量 的 改 诡 dmy) 竺 二 作用 在 此 面 元 上 外 力 之 六 量 《 了 (+) 


41T( 一 ))dSf( 甘 中 ，T 为 作用 于 此 面 元 两 侧 单 位 面积 之 面 力 关 量 ) 的 原理 ， 订 出 满 尾 动 
量 守 恒 的 跳跃 条 件 。 
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第 五 童 ” 几 种 工程 介质 的 本 构 关 系 及 基本 方程 


前 一 交 我 们 已 经 建立 了 对 所 有 连续 介质 都 适用 的 字 恒 定律 ， 但 这 些 定 律 还 不 足以 确定 连 
续 体 在 外 载 作 肌 下 的 应 力 和 变形 。 吕 然 它们 还 与 连续 体 胡 身 的 力学 和 热学 性 不 有 次， 好 与 凡 
映 物 质 力学 和 热学 性 质 的 所 湖 本 构 廊 程 有 美 。 在 本 意 中 ， 本 构 方程 被 定义 为 描述 连续 介质 物 
理 状 态 的 空 量 则 定 其 美 系 的 方 积 。 仓 体 的 基态 方程 和 国体 中 的 应 力 应 变 关 系 都 是 本 构 方 程 的 
例子 。 

存 力 党 发 展 的 初期 以 笃 今 天 ， 工 程 上 某 些 常用 的 连续 介质 是 处 在 正常 环境 条 件 〈 常温、 
营 正 、 低 永 力 》 下 工作 的 ， 其 力学 性 质 比 较 简单 ， 可 用 理想 线性 弹性 固体 、 线 性 粘性 流体 等 
简单 术 构 方 积 作 近似 邮 描述 。 但 是 近 些 年 来 生产 技术 和 力学 各 分 支 的 发 恨 ， 边 切 地 要 求 更 精 
确 地 描述 材料 全 各 种 条 件 下 ( 包括 高 温 、 高 正和 大 变形 ) 的 本 构 关 系 ， 这 导致 了 对 本 构 方程 
研究 的 热 河 。 

本尊 我 们 先 叙 述 下 些 常用 工程 介 大 的 本 构 方程 ， 以 使 为 今后 儿 章 更 复杂 的 本 构 方程 的 研 
完 作 些 准 备 。 基 于 这 样 的 [的 ， 我 们 一 开始 就 简略 地 提 到 某 些 热力 学 原理 ， 并 用 它 来 准 导 弹 
性 体 的 本 构 方 三。 关于 这 些 原 理 的 更 严格 的 讨论 将 在 第 八 章 中 进行 。 为 了 沟 道 辐 体 和 访 作 辣 
的 联系 ， 术 总 还 特别 用 流体 力 尝 方法 过 论 了 粘 前 性 体 ， 有 关 它 的 贩 念 还 将 在 第 九 章 中 讲 到 。 


5.1 热力 学 第 二 定律 、 应 变 能 函数 及 其 正定 性 


J] ,热力 学 第 二 定律 

热力 学 第 二 定律 磺 丰 在 所 有 满足 能 量 守恒 的 热力 学 过 程 中 ， 哪 一 些 过 程 在 现实 中 是 不 
厅 能 由 现 的 ， 面 哪些 过 各 是 允许 的 ， 即 秦 定 了 过 程 的 发 展 方向 。 热 力学 第 二 定律 明确 指出 
存在 兰 两 个 单 值 的 状态 函数 ， 一 个 是 称 为 绝对 温度 的 8 ， 另 一 个 是 称 为 丧 的 了 。 它们 具有 下 
列 上 基本 性 质 ， 

1， 是 -个 恒 正 的 数 ， 它 是 经 验 温 度 上 的 图 数 ! 

2, 精 ? 0， 是 一 个 具有 广 延 性 质 的 可 和 加 性 量 ， 即 系统 的 墙 等 王 它 的 组 成 部 分 的 类 


之 和 
3， 系统 增 的 恋 化 d7? 由 两 部 分 组 成 ， 刀 
dn = dn ,+ dn, (110) 
文中 d7, 是 坑 增 量 的 可 北部 分 ， 是 由 与 周转 介质 的 热 交 换 而 形成 的 ， 且 
dns= dQ C116) 
日 
而 cd 是 炳 增 朋 的 不 可 首部 分 ， 是 系统 内 部 的 不 可 逆 变 化 造成 的 ， 且 有 
cn > 0 《不 可 道 这 程 》 C11lc) 
dn,= 0 《 可 着 过 程 》 《id ) 


而 dn. 二 0 在 自然 异 中 是 不 可 能 出 现 的 。 这 里 特别 要 指出 的 是 虽然 壤 是 状态 函 球 ，d7 是 全 向 
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分 ， 但 qd9, 与 7; 在 不 可 道 过程 的 一 般 情况 下 都 不 是 金 微 分 。 另 四， 车 dn7 = 0 ， 则 称 之 为 等 
丧 过 程 。 显 然 ， 一 个 绝热 过 程 成 为 等 炳 过 程 的 充 要 条 件 是 该 过 程 是 可 首 的 。 竺 合式 ( 1" 164) 
一 {1.1d )， 我 们 得 到 

dnd Clrle) 
舌 号 对 可 记过 程 成 立 ， 而 不 等 妃 则 适用 于 不 可 逆 过 程 。 

以 上 令 述 的 热力 学 第 二 定律 是 传统 热力 学 得 到 的 结果 ， 严 格 说 它 只 适用 竺 有 限 的 均匀 系 
统 与 静态 及 拟 静 态 进 程 。 宇 第 八 章 中 我 们 将 通过 在 微 系统 wx 内 任意 可 逆 和 不 可 道 过 程 中 闹 
的 存在 的 证 明 ， 来 确证 这 些 结论 对 连续 介质 热力 学 都 是 正确 的 ， 因 而 我 们 可 以 直接 利用 这 些 
结果 来 建 普 连续 介质 场 的 理论 系统 。 

I 。 应 变 能 西数 

直面 限 王 讨 论 可 逆 系 统 和 可 这 过 程 ， 即 在 过 程 中 无 不 可 逆 丧 产 ， 且 只 考虑 小 位 移 情 况 。 
这 肘 有 大 at= dej.， 且 Pp 之 Po， 这 里 21; 为 线 相 化 点 变 分 量 ，AP 为 参 若 构 形 的 密 弃 。 对 绝 大 多 
数 物质 可 不 考虑 面 扯 和 体 矩 ， 旭 用 E = poe 代表 单位 体积 之 内 能 ， 则 《4:4'146 ) 式 可 写成 下 
述 形 式 


E =0,81+Q (1,20) 

Q = p4-h,,, 《1'25 7) 
写成 

dE = odei; + dW Cl*2c) 


起 中 ob 为 对 称 应 力 张 是 ，ciide, 为 单位 体积 之 变形 元 功 ，Q 为 输 给 该 系统 的 以 单位 体积 计 的 
热量 ， 它 是 一 个 过 程 量 ， 即 Q 与 过 程 有 关 ， 不 是 状态 函数 ， 因 此 dQ 不 是 全 微分 。 但 是 如 上 
所 述 ， 对 可 雍 过 程 ，dQ 与 热力 学 绝对 温标 6 的 商 却 是 状态 函数 ! 的 多 微分 


dn = 40. ( 1:3) 
加 
利用 式 (1:3)， 式 (1'25) 可 写成 
dE =a de + Od CC 149) 
由 二 式 可 见 ， 对 不 可 逆 勾 统 ， 内 能 所 可 表 成 eu 与 了 的 国 数 
和 三 下 (ENi 7) 145) 
根据 84,43[ 人 的 公理 ， 内 能 所 为 状态 且 数 ， 故 其 全 微分 可 写 为 
_ aE 全 所 ,< 
dE Ge dt 人 
这 较 臣 (1 4) 和 (3415) ,由 sr 和 了 的 独立 性 可 得 
ou = aE 《1.6a ) 
dei 和 
-2E 1:6b 7) 
6 a7 | 


竖 线 及 其 下 标 表 未 求 仿 导 数 是 在 读 下 标 后 的 所 有 量 保持 为 常数 的 条 件 下 进行 的 。 上 式 表 明 ， 
对 等 销 ( 绝热 ) 过 程 ， 内 能 所 为 应 力 势 甸 数 ， 使 得 应 力 张 量 o 可 由 内 能 E 对 应 变 张 最 8 求 导 
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而 得 出 。 
下 面 引 入 由 下 式 表 达 的 Helmheltz 单位 体积 自由 能 密度 函数 冰 

B=E -0 {17) 
显然 出 和 和 站 为 状态 函数 的 结论 二 直接 推出 节 亦 应 为 状态 国 数 。 将 式 ( 1.4c ) 代入 微分 后 的 
式 (17 ) 中 ,得 

吉明 = ide; — Wd0 C1.8) 
上 式 吉明 可 以 8 代替 了 作为 独立 的 状态 变量 (8 与 了 是 相关 的 ， 它 们 与 林 规 则 的 分 子 运动 密 
切 相 关 ， 以 其 中 一 个 来 表示 即 可 》 则 有 


p=, 0) (1.9) 
微分 上 式 得 
= OP ge 09. ， 
dy dt 芳 de C1'10) 
比较 《C18) 和 (1:10) 泸 ， 由 于 8,; 和 8 的 独立 性 可 得 
0p 。 
or Be | (1:110) 
_ oy 
7 = ~ -ag le, €1°11b) 


上 下 式 表 明 ， 对 等 温 过 程 (06 = const?， 自 由 通风 是 应 力 势 函数 。 
现 引 人 一 个 称 为 Gibbs 自 由 能 的 新 状态 函数 9 
ei 
由 【157) 式 可 得 
P=E -Noer C1120) 
由 于 状态 变量 组 (2, 们 与 状态 变量 组 (cy， 全 是 一 一 对 应 的 ， 故 亦 可 采用 七 个 状态 量 c 和 
9 作为 完全 描述 读 系 统 闫 态 的 独立 状态 灾 量 ， 即 


《了 "TI26 7 


P= po 0) 《1*13 ) 
将 式 51"8) 代 人 微分 后 的 (1126) 式 中 得 
ap= —eida;:; — dp 【114 7) 
因为 9g 是 状态 函数 ， 由 式 (1:13 ) 得 其 全 微分 为 
ep 2 1.15 ) 
dg Bor doi;; + 3 dg { 
比较 式 C1:14) 和 和 《1:15》 可 得 
j= -0 , C1160) 
器 Cr 
7 = 一 -2 《1.165 ) 
ag 1 


上 式 表明 ， 对 等 温 过 程 ，- 9 是 应 变 势 函数 。 即 等 温 条 件 下 它 阅 化 为 弹性 理论 中 的 余 能 图 


数 。 
在 弹 福 体 中 ， 我 们 曾 定义 了 一 个 以 应 变 分 县 瞬时 值 sf 为 自 变量 的 状态 函数 扩 ， 它 其 有 
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一 a 


下 列 性 质 ， 


_ 7 
Oi Gery Cl:17) 
即 友 (ep 为 应 力 势 国 数 ， 亦 称 为 应 变 能 通 数 ， 由 此 得 变形 功 
oudeg= 2 de dW C1.18) 


为 全 微分 ， 上 式 表 明 弹 性 体 由 应 变 状 态 I 至 应 变 状态 荆 变 形 过 程 中 应 力 所 司 的 变形 功 与 变形 
路 径 无 关 ， 此 变形 功 以 应 变 能 的 形式 驼 丰 于 泣 性 体内 。 由 式 (1'6a ) 和 (1*119) 可 见 ， 对 绝 
热 ( 等 炳 ) 过 程 ， 内 能 扎 即 为 应 变 能 函数 ， 庆 对 等 漫 过程， 自由 能 即 为 应 变 能 哺 数 。 在 这 两 
种 情况 下 ,应 变 能 冰 数 不 显 含 温度 作为 空 量 , 因 而 应 力 应 空 关系 中 也 不 显 含 温 座 。 而 对 其 他 热 
力学 过 程 , 则 应 变 能 函数 还 应 显 含 漫 庶 作为 自 变量 , 即 在 一 般 情况 下 ， 玉 为 & 和 #8 之 函数 。 

在 自然 状态 邻 域 ， 弹 性 体 的 应 变 能 函数 共有 正定 性 ， 队 而 使 应 变 兹 冰 数 成 为 过 程 进 行 方 
向 和 平衡 条 件 的 判 据 ， 并 成 为 推导 能 量 极 值 熙 理 的 基础 ， 下 面 就 米 册 以 证 明 。 

在 。 热 力学 平衡 条 件 和 应 次 能 效 数 的 正定 性 

第 二 定律 指明 了 了 自然界 过 程 的 方向 ， 指 明了 运动 方向 必须 保证 d7i 庆 0， 而 使 47, 之 9 的 运 
动 是 不 可 能 发 生 的 。 然 而 ， 在 一定 条 件 下 什么 是 运动 的 终点 ? 终点 就 是 热力 学 的 平衡 状态 ， 
即 热力 学 状态 变量 不 再 变化 的 状态 。 只 要 热 与 力学 量 的 边界 条 件 不 改变 ， 就 不 会 有 过 程 自发 
地 发 生 。 

下 面 证 明 著 名 的 而 ,Gibbs 热力 学 平衡 条 件 。Gibbs 热力 学 平衡 条 件 有 下 述 两 种 等 价 的 
表述 ， 

1， 设 系 统 在 热力 学 过 程 中 保持 内 雍 马 不 变 ， 则 系统 在 状态 4 下 达到 热力 学 平衡 的 充 要 


条 件 是 米 7 取 最 大 值 ( 委 看 图 5*1a)， 即 n 4 
AN) 0 
和 (Hn)eo 《1*19 》 
这 里 总 为 一 阶 蛮 分， 而 A7 还 包 合 高 阶 变 
分 。 偏 网 偏 敲 
2。 设 系 统 在 热力 党 过程 中 保持 炳 不 平衡 态 A BB 平衡 仿 A 3 
变 ， 则 系统 在 状态 4 下 达到 热力 学 平衡 的 充 ，& ) 内 能 不 cb ; 精 11 不 覃 
要 条 是 全 国 5 1 热力 旦 平移 关 作 
【全 人 0 
(6c)31 C1°20) 
为 证 明 上 述 表 还 ， 在 状态 4 的 邻近 育 另 一 状态 吾 ， 两 种 状态 的 状态 变量 分 别 为 ， 
状态 4 状态 8 
Es Oiis Bi 用 8 EE +AE T+ AAT Et A D+ ,0+ Ad 
《1:21 ) 


根 鼎 的 力学 第 一 定律 (4: 4-140)， 这 些 变量 间 须 受 如 下 约束 
AE =AQ+(citAciiAsi 6€E = QT 《1.22 ) 
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er empha TF emp FA i a 


为 证 明 第 一 种 表述 ， 设 边界 固定 ， As = 0 ， 外界 对 系统 不 做 功 ， 且 © = 0 则 由 式 
《122) 得 AQ= 0 。 系 统 过 程 发 展 的 方向 应 使 六 守 AQ， 但 现在 AQ@= 0， 故 促 当 9 0 
时 过 程 才能 进行 ， 而 相反 的 过 程 ， 即 使 A9< 0 的 过 程 是 不 可 能 发 生 的 。 因 此 , 若 式 《1:19) 
成 立 ， 则 状态 4 不 可 能 向 其 倪 近 状态 演变 ， 放 是 一 个 热力 学 平衡 在 。 

为 证 明 第 二 种 表述 ， 仍 设 外 界 对 系统 不 做 动 ， 且 A=0; 划 山 式 C1'22) 得 AE = AQ。 热 
力学 过 程 发 展 的 方 席 应 策 AQ<99= 0， 也 即 ，E 所 4， 而 相 芭 的 过 程 ， 即使 AE€ >0 的 过 
程 是 不 可 能 发 让 的 。 因 此 车 式 《1*20 ) 成 立 ， 则 状态 4 不 可 能 站 此 邻近 状态 演变 。 油 而 是 一 
个 热力 学 平衡 态 。 

若 丰 可逆 进程 是 在 等 温 条 件 下 进行 的 ， 则 过 程 进行 方向 满足 的 条 件 可 在 《122 ) 式 的 第 
一 式 中 只 9A7 代 替 AQ 并 注意 (1"1e ) 而 求 得 为 

ME -NO + AAT) ME ©1237 
在 笑 漫 条 件 下 ， 上 式 左边 即 为 自 田 能 增 量 A¥。 若 圈定 边界 ， 外 界 不 做 功 , 好 上 式 右 过 为 零 ， 
则 过 程 进行 的 方 商 应 满足 《5 之 0，(5w)s 90。 因此 ， 等 温 旬 件 下 ， 扫 为 热力 学 平衡 状态 
的 充 莫 菜 件 是 在 4 邻 咸 中 任 -- 状 态 的 自由 能 都 商 于 〔 或 等 于 ) 4 的 自由 能 。 考 以 4 为 月 由 能 
y 的 参考 状态 ， 则 读 充 要 条 件 可 用 下 述 数 学 式 表达 

(Ap 0 

(0 
由 十 式 可 见 在 等 业 (297=0) 和 等 温 (4A9=0) 条 件 下 ， 热 力 党 平衡 的 条 件 是 记 变 能 函数 抄 达 到 
极 沙 值 ， 即 


C1247) 


A 20 } 

dW 2 
在 等 温 条 件 下 ,了 = 》， 在 等 丧 条 件 下 ， 隐 = E 。 对 弹性 体 ， 自然 状态 显然 是 一 个 热力 学 平 
衡 坊 ， 芒 取 自然 状态 的 应 变 能 等 于 零 ， 则 变形 状态 的 应变 能 必 为 下 ， 即 小 变形 下 ， 弹 性 体 的 
应 变 能 为 正定 函数 。 


C1:25) 


35.2 线性 弹性 固体 


其 些 工程 结构 构件 在 外 载 背 作 用 下 只 产 正 很 小 的 变形 ， 因而 其 变形 可 用 线性 化 应 变 张 量 
si 来 指 述 ， 卫 在 除去 外 载 后 又 能 恢 复 到 原来 的 尺寸 和 形状 。 在 这 类 连续 体 的 整个 变形 过 程 
中 ， 共 应 万 状态 与 应 变 状态 问 存 在 一 一 对 应 的 关系 ， 市 与 变形 历史 无 基 《 一 般 说 这 种 关系 思 
可 能 依赖 于 温床 》， 这 类 材料 可 用 理想 线 阐 性 国体 的 模型 来 近 但。 为 简单 起 见 ， 我 们 先 限于 
讨论 等 温 或 绝热 情况 ， 如 前 所 述 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 本 构 方程 中 不 显 含 温度 98， 只 是 两 种 情 
况 下 的 弹性 常数 不 同 。 不 过 对 金属 来 说 其 弹性 常数 辣 的 差别 是 很 小 的 。 

理想 线 弹性 固体 可 岂 应 变 能 函数 与 应 变 张 量 疗 的 关系 来 定义 ， 也 可 坦 接 由 应 力 张 量 与 应 
恋 张 重 问 的 线性 关系 来 定义 。 下 面 我 们 遭 循 前 一 途径 。 

我 们 把 具有 如 下 性 质 的 应 变 能 函数 丈 的 连续 介质 称 为 线 弹性 固体 ， 

(1 ) 庶 变 能 函数 术 共 是 线性 化 应变 张 量 #; 的 二 次 图 数 ; 

( 2 ) 外 力 对 连续 介质 所 做 的 变形 功 爹 部 以 应 变 能 的 形式 炉 存 起 来 。 
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由 上 得 


y= Cr jE ER + C! ,i + ow (21) 
_ ey 
及 97 (2'2) 
由 《2"17 和 (2 27 得 线 弹性 同体 的 度 力 应 变 关 系 为 
,= a Cn +t hi Ye + 
或 Gy 二 CEAT +e, © 2+38 7 
式 中 CR 一 2 ee) C2236 ) 


卫 强 性 常数 cwi 具有 对 称 性 

CR 《2*4 1) 
设 弹性 体 其 有 自然 状态 并 以 自然 状 志 的 构 形 作为 参考 构 形 , 则 在 参 蕉 构 形 下 ,6;; = 0,0;, = 小 
由 此 ci,= 0 。 设 应 变 能 函数 由 自然 状态 算 起, 即 自 然 状态 下 历 =0, 则 c= 0 
于 是 最 后 得 

WW = CalEriEE! C253) 


Oy Ci 《2*6 7》 
加 让 变 能 丈 为 应 变 分 量 的 齐 二 次 遂 数 ， 而 应 力 与 应 变 间 成 齐 次 线性 关系 。 由 上 应力 张 量 和 应 灾 
张 量 的 对 称 性 得 

Cn = Cinl C 2+70) 

Chl Ciritn C 27 ) 
报 据 张 旺 商 律 可 得 c,jn 为 四 阶 张 量 。 册 于 张 量 co 具有 (247、(2276) 和 (272) 指出 
的 对 称许 ， 其 独立 的 分 量 数 日 贞 81 全 减 至 2 个 ，( 关于 独 站 弹性 常数 ， 在 一 般 弹 性 力学 书 中 
都 进行 了 讨论 ， 求 书 中 将 碍 第 九 章 中 对 粘 弹性 材料 独立 晃 数 的 个 数 进 行 详细 分 析 ， 它 的 特殊 
情况 好 为 狠 立 弹性 常数 的 个 数 辣 题 ) 。 四 阶 张 量 的 坐标 变换 式 为 


C pors = fr, to, Hrptsic, in! € 2+807 


式 中 iors 和 eiswi 分 别 为 新 和 加币 卡尔 坐标 系 中 四 阶 张 量 c 的 分 量 ， 而 ts; = cos (x ,x,) 为 新 、 
提 坐 标 轴 癌 光 前 的 方 协 余 些 。 
设 材料 是 省 向 同性 的 ， 则 瞧 标 变换 时 本 构 关系 的 消 数 形式 不 变 ， 即 如 果 在 旧 举 标 系 中 ， 


有 

Oi= Cpitht C2.80) 
划 在 新 沧 标 系 中 为 

可 一 TEN 282 ) 
且 CR 《2*8d ) 
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这 意味 着 四 阶 张 量 6 的 分 量 ci 在 任何 坐标 系 中 应 相同 ， 即 6 为 四 阶 各 向 同性 张 县 ， 可 用 
下 式 表示 (关于 各 向 局 性 的 进一步 讨论 请 参看 89 6 和 只 东 B83 ) 
CT = Ad d+ od + Pod, 
令 =kK+y P=-~y， 代 人 上 式 得 
Cpt = AB Gsr t ADD t O08) + vO di — G06ia) 
= A ;On t HG sb t O10;n) + Versjerh! 
根据 应 力 张 量 的 对 称 性 〈 对 指标 总， 六 对称 )， 上 式 活 边 量 后 一 项 应 为 零 ， 最 后 得 


站 = AB Gs 十 HOG + S10) (2:9 ) 
将 上 式 伐 人 《2:6》 式 得 各 向 同性 线 弹 性 体 的 应 力 应 变 关 系 , 即 本 构 方 程 : 
oj)= dessd;, +2HEi CC 2:10 ) 


式 中 414、 为 Lame 常数 。 式 (2110 ) 就 是 著名 的 虎 克 定 律 ,而 式 ( 2.6) 则 是 其 最 一 般 的 形 
式 ， 常 锌 称 之 为 广 竖 虎 克 定律 。 
将 式 《C2110 ) 缩 并 ， 得 


On = (BNA+ MYER (C2:119) 
或 oa = KE {2.1ib) 
式 中 o = 本 Cu (2.120) 
为 平均 应 力 ， 

G=EkEK {2-120) 
为 体积 应 变 ， 

玉 = 村 (34+28) 《2.13 ) 
为 体积 弹性 异 最 。 


引入 应 力 企 量 s;; 和 应 变 偏 量 8 


1 
Si = 0 OO 


3 
C 2"14) 
Eiji = £1 en 
则 本 构 方 程 ( 2'10 ) 可 改写 为 
S11 = dHElj } (C2*15 ) 
Tah = 3KERS 


当 有 温度 改变 时 ， 各 向 同性 热 弹 性 体 的 本 物 方程 可 在 式 《 2"10 ) 的 基础 上 加 上 与 温度 有 
关 的 项 。 当 温度 改变 不 大 时 ， 可 认为 由 温度 引起 的 应 力 与 温度 改变 (TT 了 ) 成 正比 。 注意 
到 对 各 向 同性 材料 温 注 应 力也 是 各 向 同性 的 ， 则 热 弹性 体 的 本 构 方 程 可 写 为 


gsj = He + Aerndii = POT ~ Ta)oi € 2:16}) 
或 对 a1; 解 出 ， 并 采用 工程 弹性 常 教 即 杨 氏 弹性 常数 上 和 拍 松 化 »， 可 得 ， 
ei = i Em + oT ~ Tod C2*17 > 
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式 中 ，& 为 线 膨胀 系数 ， 且 


1—2 
c= 月 a 《 2+18) 


lame 常 数 与 工程 弹性 常数 间 的 关系 为 
vE 五 E 


A tI) K° oo (2°19) 
不 考虑 温度 改变 上 时， 各 向 同性 弹性 体 的 应 密 比 能 为 
Ei E17 
w=| ouden=| (CADSi; + Dues Ydesi 
3 Bij 
-| 19a0 +| dns des = A? + Heiseis 《 2.20 ) 
可 见 夯 六 0， 等 号 具 在 所 有 应 灾 分 时 均 为 零 时 成 立 ， 即 所 为 正定 消 数 。 
本 构 方 程 的 一 些 特例 ; 
单 向 拉 伸 ， 应 力 分 量 只 有 cu 不 为 老 ， 则 
a= 《2.21) 
邦和 前 切 ， 应 力 分 量 仅 ci = oi 不 为 零 ， 则 
els = 2 ola (2,22 ) 
种 向 均 压 ; G1 = 022 = Cas= 一 中 其 傅 应 力 分 量 为 零 ， 得 
二 一 了 - 
日 直 C2.23) 


根据 能 量 守 恒 原 更 ， 单 向 拉 伸 不 能 引起 读 方 向 之 于 缩 ， 各 向 沟 压 不 能 引起 体积 之 增加 ， 
纯 藤 只 能 引起 前 应 力 方向 之 剪 切 ， 由 此 得 出 


E>D0, n>b), KEK>0 C2.2] ) 
由 此 ， 由 《2*19 ) 后 两 式 可 得 

二 > -1, a>E>0 (2.35 1) 
此 为 热力 学 给 于 弹性 常数 的 限制 。 


;5.3 和 牛顿 粘性 流体 


流体 的 特性 之 一 是 ， 即 使 在 静止 不 变形 状态 下 也 可 能 存在 静 压 为 p 。 对 粘性 流体 ， 应 力 
张 量 与 形变 率 张 量 有 闫 。 车 应 力 张 量 和 形变 率 张 量 成 线性 关系 ， 则 称 之 为 牛顿 粘性 流体 。 对 
牛顿 粘性 流体 ， 本 构 方 程 可 号 为 

oii= — pi +t DisniT a C3:1) 
考虑 到 流体 为 各 向 间 性 的 ， 则 相似 于 线 弹 性 辕 位 ， 上 式 可 写成 为 
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0 = — pe + AVG,; + uF (C32) 
不 回 的 是 这 里 的 4 和 5 为 业 性 系数 ， 而 非 弹 性 常数 。 
现在 让 我 们 性 虚 ( 3:2) 式 的 下 述 两 种 特殊 情 视 : 
1， 理想 流体 ， 考 沪 体 的 粘性 系数 为 零 ， 则 称 之 为 理想 流体 。 对 粘性 系数 小 的 流体 ， 如 
水 和 空气 等 ， 在 速度 梯度 不 大 的 情况 下 ， 俩 如 进 界 层 外 的 活体 流动 ， 共 粘性 阻力 较 之 惯性 力 
可 以 略 去 不 计 ， 则 常 简化 为 理想 流体 。 对 理想 流体 ，《 3*2) 式 简化 为 
Gur po; 《3"3 ) 
朋 . 了 的 去 小 与 物性 无 关 ， 获 上 式 已 不 能 视 为 本 构 方 程 。 对 理想 气体 ， 压 力 p 通 过 状态 方程 同 
性 积 与 温 座 相 联 系 
pF = pyRT CC 3rd) 
这 和 果 z 为 气体 的 摩尔 数 ， 玉 为 普 适 气体 常数 。 
在 低 可 流动 上 ， 可 和 将 理想 流体 看 成 不 可 压 绢 ， 于 是 由 Euler 运动 方程 《4 和 2.18 ) ， 此 控 
制 方程 可 号 为 
_ ap + of Du: 


OX, ‘nt 
{3.50) 
QU, 
“3x, 二 [0 
式 中 p 以 压 为 正 。 工 式 写 成 笑星 形式 为 《 宁 导 上 加 点 表 物 质 导数 ) 
-gradp+pf = pr } 〈《3.50 ) 
drv= 0 
才 体 力 在 势 ， 即 存在 势 饥 数 品 使 得 
f= -gradB (36) 
则 由 成 (3:5) 得 
y= -grad{ 2 《3'7 ) 
Y 可 Ta (2 十 及 ) 
即 加 速 庶 是 有 势 的 。 
知 流 动 为 有 势 的 ， 即 存在 势 国 峙 罗 使 
v= gradg (3.8 ) 
则 得 
v = -六 gradp= grad( Be + 二 vv ) 《3*9 7》 
由 【3:7) 和 (【 3.9) 式 得 
9 1, 1 = a+10) 
grad( +t ) 0 ‘ 
天 流动 为 有 势 且 稳定 ， 则 .上 式 得 
工 yyv+ 卫 + 有 =const， 《3*11 ) 
2 a 


上 式 给 出 的 就 是 郊 名 的 伯 努 利 方程 。 
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2。 半 均 压力 与 形变 率 无 美的 情况 。 对 绝 大 多 数 气体 或 液体 ， 只 要 速度 不 大 ， 不 致 于 出 
现 激 波 或 水 锤 ， 都 可 简化 为 这 种 情况 。 
将 (52) 式 缩 并 ， 得 
Oskp= 一 3 有 二 《3 + 2 ss 


设 粘性 流体 的 平均 压力 ( -~- own ) 与 形变 率 无 关 ， 则 应 有 4 = -3 4 将 此 三 值 代入 (3'2 ) 
得 平均 压力 与 形变 率 无 关 情 况 下 的 本 构 方 程 

Gi = ~ pO +20, 《3*12 7) 

式 中 了 BF (3.13 ) 


为 形变 率 偏 量 。 式 ( 3"12 ) 可 写 为 
gi = 一 DG +2uF 一 Ed ( 3:14) 
对 理想 气体 ， 压 力 了 由 下 列 状态 方 程 则 气体 的 温度 和 窗 座 相 联系 
p= tey -cr)poT 《3-15) 


这 里 ee 和 cr 为 定 压 和 定 容 比 热 ,它们 的 单位 为 J/ 但 "及 ) [焦耳 A{ 公 乒 " 开 尔 文 亲 。 而 单位 质 
量 的 比 内 能 为 


e= ty (C316) 
除 状 态 方程 (3'15) 外 ， 由 式 (C411:5》、C 4;2*:18 ) 、《 4:4*10 ) 可 得 其 余 的 基本 方程 
， 。 2p 0 . 
连续 方程 Bf * Bx 《po =0 { 317 } 
、 Avs ms =- Ooin 。 
运动 方程 P(t) ht (3.18 ) 
时 入 时 De . 
能 晤 守恒 方程 : pHr 7 Ou hs © 3.19) 
- 和 的 中 一 3 ， -了 Ta、 “ 到- 1 2 BU 1 
将 式 ( 3.14) 代入 ( 3.18 ) ， 并 将 太 ， 用 速度 ai 表示，= 十 《 交 - + 2 ) ， 则 运动 
方程 改写 为 
Av Bup YF Op. Ov; 1 Ov; ， 
n (Rt 有 -01 A 13 ge) ( 320 ) 
此 式 称 为 Navier-Stokes 方程 
将 热传导 定律 
gq,= -1 三 ( 3:214) 
DX 
及 式 5316 ) 代入 式 (319 ) 得 
37 ， 7 二 0 .a "214 
pe (5 +U; Bx giaVis + A Bx Bx C3 》 
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人 


注意 到 gu, 二 [ — pe + 2 ( Vis -二 ss )j， 


= 2 二 ii ) 


ws Ad: (3.21c ) 
式 中 开 = 二 本 ,天 :为 形变 率 含量 第 二 不 变量 ， 则 能 量 方程 改写 为 


+ 7 (3'22) 


Per +t, 可 a 
OX OX OX 


ot BX 


六 个 方程 43"15)7、(《377、(3207 和 和 (322) 和 包含 六 个 待 求 国 数 ， 即 上 庄 力 、 密 
度 p 、 温 度 六 和 三 个 速度 分 量 u,。 企 给 定 初始 条 件 和 边界 条 件 下 ， 问 题 可 解 。 


a 2 = 


85*1 沸 流 * 


设 有 粘性 不 可 压缩 流体 流 经 等 截面 贺 管 。 当 常 诺 数 R。 = pu/ 式 中 po 为 平均 流速 ， 
万 为 管内 径 ， 4 为 粘性 系数 ) 不 大 肝 ， 管 中 流动 是 稳定 的 、 尽 次 分 明 的 ， 称 之 为 层 流 ， 我 们 
证 用 上 池 粘 性 流体 的 基本 方程 求 得 管 中 流 动 的 准确 解 。 但 当 管 中 流 速 较 大 ， 雷诺 数 尺 , 大 于 
某 值 时 ， 管 中 流动 已 不 担 是 层次 分 明 的 了 ， 滞 动 变 成 到 稳定 的 ， 混 乱 的 ， 不 定常 的 ， 流 动 带 
有 阴茎 的 随机 性 ， 称 之 为 演 芒 《Turbulence)。 湛 流 现象 与 不 规则 的 分 子 运动 有 很 多 相似 的 
地 方 。 
设 洪流 瞬时 速度 为 
0,=UX,, 1) {4d4.1) 
虽然 0. 是 随机 函数 ， 此 随 空间 点 和 时 间 的 变化 显得 不 规则 ， 但 是 多 次 重复 实验 按 基 种 统计 平 
均 方法 算得 的 半 均 流速 2.(%,， 却 是 有 一 定 规律 的 。 于 是 可 把 油 流 流 场 的 湛 速 vi; 分解 为 绥 
慢 变 化 的 平均 流速 0. 与 快速 随机 的 脉动 流速 站 之 和 
Ui= V+Y {4d4:2) 
对 形变 率 矿 ,、 应 力 分 明 oj 和 内 能 密度 e 也 可 作 相似 的 分 解 。 一 股 地 设 为 随机 值 ，f 为 
其 于 均值， 而 站 为 其 脉动 值 ， 
f =f +f 《4*3 7) 
注意 这 里 引入 的 平均 是 对 一 个 从 宏观 来 看 很 短 但 微观 来 看 却 是 很 长 的 时 间 区 段 了 来 求 平均 值 
的 ， 即 了 = 二 | ” 7at， 这 种 平均 值 的 概念 意味 着 其 脉 动 值 的 平均 估 为 零 ， 永 即 


* 本 节 在 褐 学 时 可 以 畴 去 ， 参 见 [58]， 
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疡 = 〔( 44 》 
营 假 设 求 平均 信 与 求 仿 导数 的 运算 次 序 可 以 交换 ， 则 有 
(Cf,0) = fo C4*50) 
(f= (4.56) 
这 里 下 标 中 带 号 后 加 “0” 表示 对 时 间 f 求 偏 导数 ， 而 过 号 后 加 ”i ” 则 同 前 面 一 样 表示 对 坐 
标 %; 求 仿 导 数 。 而 括号 者 上 方 加 “一 ” 表 对 插 号 中 的 式 子 求 平均 慎 。 
显然 对 王 均 慎 求 平均 ， 仍 等 于 原平 均值 ， 即 
F=f 《4*6》 
车 再 假设 
(fg) -= 9 (4*7 ) 
则 利 骨 式 Cd:3)、C44)、《C4.6) 和 < 4*7) 可 得 
(fa) sfF+F NTH YT 
= (FO +OF9) + (FG) +(f "9 


=f9+(f 0) (C4.8) 
考虑 无 体力 的 不 可 压缩 流体 。 革 连续 性 方程 为 

Uisi 三 洛 (| 

运动 方程 的 局 部 形式 各 积分 形式 为 (参见 式 ( 4:2*18) 和 《 4:2*16)) 
Do, _ 。 

Pr ™ oii C4*10 2 
pe 
或 

fernar =| os mds— {pviviidy 《4s1LL >》 


热力 学 第 一 定律 的 积分 形式 在 无 办 热源 并 不 计 你 虐 ， 面 算 情 况 下 为 《 见 4:4*18 ) 式 ) : 


于 ( e + 0 ) sd -| 5 一 


_ | 了 dt” C 412) 
[pv( e+low ), 


注意 到 式 《 4'9 ) ， 并 利用 Gauss 定 理 ; 可 将 式 ( 4"11) 得 (4*12) 右 边 的 你 积分 化 为 面积 分 ， 
这 样 就 得 如 下 形式 的 动量 守 生 定律 和 热力 学 第 一 定律 
fpoimndr = {so pv (C4.13) 


65 


ee 


fe ( e+ 到 ii ) dar = ftom — hynds 
一 ， 1 ， 
oo + 二 pi jds 
现 应 用 式 ( 4*4) 和 ( 456) 于 连续 性 方程 (49) 式 得 
Vis = 用 
可 见 速 度 的 平均 值 w 也 遵守 连续 方程 。 再 对 动量 定理 ( 4.13 ) 式 作 平均 运算 
$f povwara = #| fo — puvi)ndsdt 
交换 积分 次 序 得 
otrar = | ee 一 Pvvy fds 
再 剩 用 式 《 4"56) 和 《4*8) 可 得 
| eaar = | 5 ~ puv;~— pu y) nids 
引入 记号 


划 ( 4-16》 式 简化 为 
| esar -| .cs — py,vi nds 


Cd*14) 


Cd'15) 


C4°16) 


《 417 》 


418 》 


这 样 ， 若 平均 应 为 01;; 用 称 之 为 Reynolds 应 力 的 - pu 52) 来 补充 ， 则 动量 守恒 定理 对 平 
均 流动 也 保持 正确 458)。 微 应 力 的 物理 意义 是 由 于 微 系统 边界 面 处 的 脉动 速度 引起 穿 过 界面 


的 动 其 迁移 所 对 应 的 附加 应 力 。 由 式 《4"18 ) 可 得 动量 守恒 的 局 部 形式 


一 
PU Oij9 ' 


符号 上 加 一 点 仍 表 求 物 质 导数 。 但 这 里 物质 导数 是 对 平均 速度 计算 的 。 
同样 ， 对 热力 学 第 一 定律 ( 4"14 ) 式 作 平均 化 运算 得 


(4.19 ) 


Fira lov] ays {ra to vy hn 
| ol 二 3， 十 2 UU) ] .ar fa vr + (ort) hjnds 


-人 [天 Te 的) 和 + 


二 Dj + vi ) judds 


引入 记号 


gt=@ + 二 
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《4*20 ) 


C4*21 >》 


?= 《ci 2) +ptlervi) + 二 pl vv) 


1 
=hi- (oo, "+ pf(e + 0 中 《4"22 ) 
出 式 《 4:20 ) 可 简 为 
je { ew + 0) dy = | oss. 一 hs mds 


-| (es 【423 3》 


其 相应 的 局 部 形式 为 


per = or jh ‘ 4°24) 


向 此 可 见 ， 若 平均 应 力 用 Reynolds 应 力 补充 ， 平 均 内 能 密度 用 脉动 动能 二 (2! 2 补充 ， 热 
流 忆 用 式 〈422 ) 右边 后 两 项 补充 ， 则 热力 学 第 一 定律 对 平均 流动 保持 正确 。 对 上 式 中 各 量 
可 作 如 下 的 物理 能 释 。c* 为 平均 内 能 与 庙 流 脉动 动能 之 和 .名 中 的 - (c4 oi) 为 微 应 力 o1 在 


脉动 变形 上 所 做 的 功率 ， 而 ol(e + 小 01 v1) vi] 为 脉动 速度 引起 的 通过 微 系统 界面 对流 
的 脉动 动能 。 这 里 ， 防 动 运动 引起 的 界面 上 微 应 力 所 做 的 附加 功 及 脉动 动能 通 过 界 ; 的 对 
流 ， 以 穿 过 界面 附加 热流 的 形式 来 表现 ， 即 以 热能 的 形式 来 表现 。 


655 粘 塑 性 体 " 


粘 塑 性 体 的 特征 是 它 在 载荷 达到 足够 大 之 后 才 出 现 显著 的 流动 ， 其 流动 速率 依赖 干 介质 
的 粘性 ， 直 于 它 兼 月 望 性 与 粘性 的 特征 , 帮 因 之 得 名 。 研 究 粘 塑性 体 不 仅 会 使 我 们 对 这 种 介 于 
固体 与 流体 之 闻 的 连 绕 介质 的 力学 特性 有 一 了 解 ， 而 更 重要 的 是 它 将 为 将 多 工艺 过 程 的 改善 
《如 塑料 和 金属 在 高 温 下 的 成 型 过 程 ) ， 不 同 塑 性 物质 道 过 管道 和 小 孔 的 流动 规律 的 分 析 和 
浓 钢 润 清 材 料 润滑 型 论 的 研究 提供 必要 的 理论 基础 。 
I 。 本 构 方 程 
由 上 可 见 ， 粘 塑性 体 与 牛顿 流体 流动 的 基本 区 别 在 于 ;后 者 } 只 要 有 剪 应力 就 会 产生 流 
动 ， 而 前 者 则 必须 超过 一 个 称 之 为 届 腿 应力 玉 的 常数 之 后 ， 流 动 才 开始 。 对 于 纯 剪 状态 可 以 
假定 剪 应 力 u 小 于 天 之 前 ， 堵 料 是 刚性 的 ， 而 cz 超过 天 之 后 ，Pu 与 ce 有 相同 的 符号 ， 且 
其 值 正比 于 |ows | - 乓 。 如 果 引 入 粘 竹 系数 上 和 函数 
F=1-—£ (5°1) 


[gil 


则 茧 应 力 与 广 应 变 率 的 关系 可 写成 下 述 形式 


“参见 [ 5 ]， 本 节 在 初次 尝 习 时 可 以 略 去 ， 
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| 0 FO 

Fo 五 0 

上 述 本 构 方 程 首先 由 Bingham 提出 ， 因 之 具有 上 述 特性 的 材料 被 称 之 为 Bingbam 位 。 
对 于 一 般 的 应 力 状 态 ，Hohensmser 和 Prager 将 Bingham 关系 推广 如 下 : 


2 Ls = 《 5*2 3 


F=-1-- 二 一 6:3) 
Tn, ( 
0 F< 
2 Fy = 天 和 
人 于 0 C547 


式 中 To 是 应 力 偏 量 的 第 二 不 变量 ，of 为 应 力 偏 量 。 因 ci =0, 则 由 式 (5*4) 可 推 得 ,= 0， 
这 表征 着 材料 是 不 可 压缩 的 ， 且 当 玉 之 0 时 呈现 着 刚体 的 属性 。 
自 乘 方程 ( 5. 4 第 二 式 的 每 一 边 ， 可 求 得 下 述 关 兼 式 
ap 2 T= Te KY)’ 《5*5 
其 中 yo 表示 形变 率 的 第 二 基本 不 变量。 从 式 (5.3) 和 (5*5) 式 推出 


2 021 

1 (5.6》 

下 + 2 

将 上 式 代 入 式 《5:4 的 第 二 式 中 可 得 

oi=(24+ K J (8:7 

J 

在 本 构 方 程 C5"7 ) 中 置 n = 0， 则 得 到 下 述 本 构 方 程 

0i = 一 一 本 《5*8 


上 或 描述 了 处 可 压缩 的 理想 塑性 材料 ， 它 是 由 Yon-Mises 首先 加 以 研究 的 。 将 式 ( 538) 的 
两 边 自 乘 ， 可 得 应 力 偏 量 必须 满足 Yoo-Mises 屈服 条 件 
Ta=K’ 《5*9 > 

显然 (5*7 ) 和 (5*8 ) 都 只 适用 于 形变 率 不 为 零 的 情况 若 了 < 天 " 则 表明 应 力 状 态 在 应 力 
宝 间 的 其 个 称 之 为 屈服 面 的 超 昌 面 内 ， 此 时 材料 呈现 出 刚体 的 性 能 。 

I 。 基 本 方程 、 平 行 面 间 的 粘 亡 性 流动 

仿照 推导 Navier-Stokcs 方程 同样 的 步骤 ， 但 代 普 式 ( 3'14 )， 采用 本 构 方 程 (57)， 
并 应 用 运动 学 方程 《3:2.4) 和 Euler 运动 方程 《4:2*18) ,忽略 体力 就 可 求 得 下 述 基本 方程 . 


OU Hus 一 一 Bn + Dus 十 B Vs; 《 5e10 3 
n oat tpP™ BN Bx, 上 px; 人 BX; ( J 2 ) 


这 一 控制 方程 与 Navier-Stokes 方程 的 不 同 之 处 仅 在 于 非 线 性 的 最 后 一 项 ， 它 是 由 本 构 
方程 《5,7 ) 中 的 塑性 项 引起 的 。 这 一 方程 的 一 般 解 较 难 求 得 ， 在 本 节 中 我 们 将 讨论 儿 种 和 
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单 情况 ， 其 目的 是 使 读者 对 于 这 类 连续 介质 的 定 解 问题 有 一 初步 了 解 。 
首先 让 我 们 考虑 下 述 特殊 情况 ， 即 应 变 率 分 量 间 存 在 一 个 以 标量 函数 YYx, 力 表示 的 公 因 
子 ， 这 使 得 这 ;可 写成 
VR) = x DHT) 《5'11 2) 
在 这 种 情况 下 , 式 (5.10) 中 的 最 后 一 项 将 为 堆 。 事 实 上 在 抽出 公 因 子 g 之 后 ,车 亿 及 起 (3:2 35) 
我 们 有 


了 AT 人 = 了 
Wz), 二 Wr 


而 上 两 式 右边 只 依赖 于 时 间 ， 故 式 ( 5.10 ) 最 后 一 项 所 求 的 空间 导数 为 零 ， 这 样 其 控制 方程 
将 与 Navier-Stokes 方程 完全 一 样 ， 因 大 对 任何 适合 式 (3.20) 的 牛顿 流体 的 速度 场 的 通 解 ， 
也 适合 于 相应 的 精明 性 访 体 。 其 不 同 点 在 于 应 力 状 态 和 边界 条 件 上 。 

为 了 说 明 粘 邓 性 体 与 牛顿 流体 的 区 别 ， 让 我 们 考虑 一 个 处 于 静止 的 平行 壁 间 的 稳定 直线 
流动 。 在 〈《 峡 5*2) 所 示 的 坐标 下 ， 显 然 有 

w=ys= 0 和 Va=Va=Va=V ,== 0 Ca) 

上 泪 中 六 1 为 零 是 由 不 可 还 缩 条 件 86;/8%; = := 0 推出 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 粘性 流体 与 粘 
塑 竹 体 的 控制 方程 一 样 ， 它 们 可 由 Navier-Stokes 方程 或 式 (510 ) 求 得 为 


已 Dv _ ， 
本 gr 0 (5°12) 
由 流 场 稳定 及 各 截面 相同 的 条 件 不 难看 出 此 处 于 力 梯 度 85/6% 必 为 一 融 数 ， 设 为 <， 妈 
一 DBpAaxi = 性 
财 控 制 方程 《5*12 7) 变 为 
pe - -ce 《5.13 ) 
由 此 得 
v= + Dx+E (5-14) 
28 
对 牛顿 流体 其 边界 条 件 为 
x 一 0 和 = 所 处 mm=0 C5*15) 
由 泌 5'15 ) 定 出 常数 王 和 疙 后 可 得 
v = -一 C5.16) 
32 


上 式 给 出 的 牛顿 流体 的 抛物 线 速 度 分 布 显 示 如 ( 图 5*25 ) 中 。 对 粘 塑 性 体 在 决定 边界 荣 件 
时 ， 必 须 牢记 式 (5.13) 只 适用 于 前 应 力 cz> 兵 的 靠近 板 边 缘 的 区 域 ， 中 闻 部 分 则 由 于 ou 入 
攻 而 象 刚 体 一 样 运动 (图 5*2¢ )， 刚性 运动 区 的 尺寸 极 易 由 分 界 处 前 应 力 等 于 5 的 繁 件 ， 根 
据 中心 部 分 的 平衡 关系 求 得 为 2K/ c ， 帮 分界 处 的 坐标 为 %。 为 
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rp rman en tr A We i 


wk 


7 《5*17 ) 
这 样 我 们 有 下 述 对 刚 塑 许 体 成 立 的 边界 条 忻 ， 
Xa= 0, 三 0 (5.18) 
Nz = Xbs OU/ Bx = 0 
利用 条 件 〔《5"18 ) 可 决定 式 《5*14 ) 中 的 系数 ， 最 后 得 到 
_c¢ KK 
Dd 三 a 4 adh i) 一 2 Kx} 0 (C519a) 


当 冯 起 过 xs 前 应 力 降 到 届 服 应 力 玉碎 下 , 粘 塑 性 材料 象 刚体 一 样 运动 。 若 记 其 速度 为 ， 则 
由 式 《5:17 ) 和 (5"19 ) 可 求 得 其 表达 式 为 


也 三 


C 《5.195 》 
2 

(图 5.2c ) 给 出 了 与 (图 5.2485) 具 有 同样 粘性 与 压力 梯度 的 类 逆 体 的 典型 的 速度 分 布 。 它 所 
.对 应 的 前 应 变 率 的 分 布 则 示 于 【图 5,2a ) 之 BCC' B8' 中， 而 44' 则 表示 和 牛顿 流体 的 评 应 变 率 
之 分 布 。 对 粘性 蔗 体 与 粘 曙 性 体 的 平均 速度 mw 亦 可 分 别 求 得 为 


(a) 间 应 变 率 (Cb) 牛顿 流体 《c) 粘 塑性 体 
图 5.2 平行 束 间 牛顿 流体 与 关 刻 性 体 的 流动 
vo = 《 粘性 体 ) 《5"20a 》 
128 
cl 类)(1:E ) ( 5+20b ) 
w= 1 (+ 〈 粘 塑性 体 


沙 玉 = 0， 方 程 (3.20b ) 问 到 了 《5*20a2。 苦于 玉 近 0 则 由 式 《5'205》 可 见 ， 粘 塑 性 体 
的 平均 速度 已 不 再 象 粘 性 体 那 样 与 压力 梯度 成 比例 。 

下 面 讨论 二 维 流动 的 情况 。 设 v: = 0， 则 得 到 了 平面 流动 ， 如 果 仍 从 式 《5 10 ?外 各 
得 到 的 是 互相 烛 合 的 偏 微分 方程 组 ， 求解 较 图 难 。 一 个 有 趣 的 解法 是 首先 象 弹性 力学 平面 同 
题 那 样 引 入 应 力 国 数 6( x，»》)， 使 得 


: 本 op 《5.21 ) 
= 21 8 用， Uy= 28 2 ， Txy 一 2 DXBY 
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这 样 平衡 微分 方程 将 自动 满足 ， 再 象 流体 力学 中 那样 引入 流 函 数 风 ( x，y ) ， 使 得 

Ux= 一 人 /78y vy = OP/ Ax CC 522) 
这 样 连续 方程 也 可 自动 满足 。 租 利用 本 构 关 系 式 (5.7) 可 得 函数 各 和光 的 两 个 非 线性 的 二 阶 
微分 方程 组 。 消 去 其 中 的 一 个 函数 ， 就 可 得 到 函数 芒 《 或 攻 ) 的 一 个 非 线性 的 四 阶 微分 方程 


式 。Il'yushin, 各, A, 和 Ishlinskii, 入, Yu， 曾 用 这 种 方程 解 决 过 一 系列 粘 塑 性 流动 的 问 
题 ， 有 兴趣 的 读者 请 参见 [15] 和 [16] 所 推荐 的 著作 。 


习题 


5"1 对 非 线性 各 向 同性 弹性 衬 料 ， 下 面 所 列 写 手 萌 卡 尔 坐 标 系 中 的 本 构 方 程 , 有 最 些 从 
张 量 观 点 看 是 合适 的 ? 

(1》 0,;= Plier )ei;, 和 式 中 心 (en )=0ell +be,y 

(2) 07 = 总 ( 辣 大， 1a)6ijy 式 中 收 、、 了 为 By 的 第 一 、 第 二 、 第 三 不 变量 ; 

(3) 0,1= a + Peiit+ pener + Aernermeniy 起 中 C， P,P， 4 为 常数 

(4) 车 C、 有 、?、4 是 应 力 分 量 的 泗 数 ， 问 G、 月、y、4 应 为 应 力 分 时 怎样 组 合 的 函数 
才 是 允许 的 。 

5*2 考虑 各 向 同性 不 可 压缩 非 线 性 弹性 材料 ， 令 ei; 和 gi 分别 表 应 变 偏 量 和 应 力 偏 量 ， 


若 衬 料 为 线 辜 性 的 ， 则 20 = - 忆 -ofi。， 或 用 矩阵 写 为 8/ = -0 。 将 此 推广 于 非 线性 弹性 村 
泣 ， 设 e 可 表 为 0' 的 长 级 数 : 
日 一 CT + CF’ 2+ C0 3+: 
试用 Cayley-Hamilton 定 异 证 明 ， 此 形式 的 最 一 最 的 章 绑 性 强 记 贞 律 可 简化 为 好 下 形 云 
e= FI +Qo’’ 


5*3 将 线 弹 注 体 的 本 构 方 程 写 为 0; = epei 应 变 能 式 子 写成 了 地， B819 Cri Cr 


i, 1=1,2,*,8, i TI U1y 


…，06= 0iz。 斌 证 ， 对 正 交 各 向 异性 材料 ， 其 弹性 算 阵 为 


fC Cl C1g 


Cal Ca Cis () 


Cal Caz Cag 


c= [ce;]= (a) 
(0 C5 


提示 : 若 变 形 对 菜 平面 对 称 时 ， 应 力 对 该 面孔 对称， 则 说 弹性 介质 的 弹性 性 质 对 该 盏 具 
有 有 对称 性 ， 该 面 称 为 强攻 对 称 而 。 正 交 各 向 异性 材料 有 三 个 正 交 的 弹性 对 称 面 。 设 取 这 三 个 
对 称 面 为 稍 卡 尔 侍 标 面 。 相 对 于 居 xs 坐 标 面 来 说 ， 变 形 的 象 为 Rig， 而 应 力 5 的 象 为 Ric， 
由 本 构 方 程 得 Rio = eRie， 式 中 


Co 


?1 


“1 el ol 

1 0 Ea Us 

1 ea 好 

R, = E 二 J = 8 


| 1 |) ol (6b) 
| 0 一 上 es Us 
一 了 Ee Ug 


将 Ri = CRie 两 边 左 羔 民 ,， 得 0 = 民 CRiE， 间 和 = Ce 比较 即 得 = RiICR， 由 此 得 cls=Cie= cai 
= Cp=Css= Co CoC = 和。 同样 ,相对 于 坐标 面 2xs 来 说 ， 应 变 e 的 家 为 RE， 应力 0 的 人 象 
为 R29。 帕 此，R20 = cR;e, 同样 推 得 C= 民 ,cR,， 式 中 ， 


1 0 | 
1 


0 1 | 


由 此 又 得 clt= C2 = Cu = 056 = 1 ， 再 由 本 性 性 质 相 对 于 坐标 面 %ixz: 的 对 称 性 又 特 © = Rsch,, 
比 不 再 增加 为 大 的 弹性 系数 的 个 数 。 最 后 得 独立 的 非 蕉 弹性 常数 的 个 数 为 9， 如 {a ) 式 所 
示 。 


f 
| 
Rs =| (ey 


5.4 试 将 应 变 能 密度 厂 = 全.eiy+ jenseis 用 应 次 卫生 的 不 变量 表示 。 
5.5 长 了 上、 半 茎 为 上 的 实心 图 辐 受 到 作用 于 两 闭 的 捏 转 力 偶 肥 的 扭转 时 ， 非 治 的 应 力 


分 量 为 ojs = 一 Haxs，gas = LX。 其 中 避 为 单位 长 度 之 握 转 外。 试 计 算 其 总 应 变 能 UU，。 
5:6 试 证 ,站 体力 jf; 和 面 为 7 了, 作用 下 处 于 平衡 的 线 弹 性 体 之 总 应 变 能 等 隆 外 力 在 相应 


位 移 上 所 作 之 功 之 半 , 即 有 U = | BF = 二 [| opaap + | Tutids ]， 趟 中 取 = 二 uc。 


提示 ， | Tuinads -| onds- | ec tod dr, 


5.7 设 不 可 压 无 砍 流 动 具有 速度 势 四 ， 因 此 Y=grad#$。 设 介质 的 本 板 方 程 为 gii= 
24V i， 试 将 应 力 荔 率 ( 耗 汕 衣 煞 ) a,j 六 ;用 才 表 出 。 

5.8 设 不 可 压 织 介 质 具 有 本 构 方程 011= 一 poiis+ BV 
+ ,aV pr。 试 证 ， 正 应 为 之 和 Gi =3(-P-297013)。 
或 中 J 为 六 ;的 第 二 不 变量 。 

5.9 上 盛 不 可 压缩 流体 的 大 容器 以 加 如 度 一 = 8 + aes 
在 重力 场 中 运动 ， 和 量力 场 平行 于 xs 转 方向 。 试 决定 自由 囊 
面 的 斜率 。 

提示 ， 运动 方 苯 为 ， pi = pfi -paisy 积 分 求 得 p= 所 全 题 5.9 图 “ 肉 器 作 等 加 速 运 
Xss 了 ) ， 自由 表面 ，p = 党 数 ， 幸 角 & 之 正切 级 4 = 动 时 的 液 面 
~ dxs/ dx, 
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5"10 车 流体 非常 稻 刘 地 流动 ， 则 速度 的 高 阶 项 《如 生 积 项 可 以 赵 路 ， 其 概 展 情况 是 
如 变 流动 。 对 此 情形 ， 试 指出 ,无 体 办 下 移 定 不 可 压 流动 的 压力 为 调和 血 数 ， 即 :p= 0b。 
提示 : 不 可 压缩 流动 的 Navier-Stokes 方程 为 


0 ( Dr + v0 ) = pf pt Hvisiio 
5*11 斌 求 无 粘性 不 可 压 流 休 流 经 流 管 时 一 维和 连续 方程 。 
提示 :对 不 可 压 稳定 流动 ,连续 性 方 竹简 为 | ,00d 


各 


=0 由 Garss 定理 ， 此 式 化 为 | wmds =0，， 取 


截面 4 和 已 垂直 于 流速 方向 ， 其 外 法 线 单 位 矢量 为 mu 和 
n3 并 设 Y 沿 截面 均 布 ， 注意 到 侧面 上 YLn， .4 截面 上 是 5-1! 图 流 管 
Y 与 rn4 反 向 ， 劝 截面 上 v 与 na 同 向 ， 即 可 得 vas4 一 vasa= 0。 

5.12 当 粘 性 流体 的 流动 非常 缓慢 时 ， 对 时 间 求 导数 的 项 如 忆 的 物质 导数 、 加 速度 硕 可 
以 和 忽略， 在 想 略 体力 下 ,速度 和 压力 卫 满 足 ; 


各 流 管 a 


连续 方程 ，divv = 站 或 由 = 00 Coa) 

运动 方程 ， 一 Eradp + HYYW= 0 或 一 Doi t+ Hiirnh 王 0 Ce) 

对 平面 二 维 流动 ，ti = 不 (xz 人) tt XK2)，Vs = 中。 车 存在 一 函数 WK 和) 使 得 
sg1=— 0 vs = 《了 》 


Oa ” * ax 
草 Cd ) 式 满足 ， 几 称 为 流 函 数 。 试 证 明 ， 此 情形 下 ， 上 由 满足 
WII=0 {og) 


站 站 
= 
式 中 Y = ge + Bes 


5:13 汪 关 天 大林 焉 为 的 平平 报 间 有 不 可 压 办 入 
流体 的 层 流 流动 。 若 上 平板 以 速度 让 。 沼 流动 方 应运 动 ， 已 知 


压力 樟 度 -8 .= 常数 ， 不 计 体 力 ， 试 证 明 ， 演 体 速度 分 布 为 题 5.13 图 “ 作 相对 运动 的 曾 
平行 板 则 的 昆 流 


一 产 。 上 ap h ) 
v E> py -a (07 和 《 


提示 ， 挖 制 方程 为 pp = - pmTHosiiy 这 办 条 侍 为 了 = 0a=05 y=b, v=Voo 
5*14 不 可 压 争 粘性 流体 在 均 句 压力 梯 


谋 dpp- 一 -各 下 流 过 内 、 外 半径 为 6 和 的 
国 环形 空 肪 管 递 。 若 术 度 场 设 为 


Ux= Vy= 必 , Us=Ur) Ci 


zz 
| 式 中 m= 和 只 二 久 。 息 略 体 力 ， 求 us 应 满足 的 
微分 方程 ， 并 求 其 解 。 
5.15 不 可 压 第 站 性 流体 (Stoks 流 体 -) 
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Le 


流 经 峭 国 截面 管 着 ， 其 棋 图 被 面 边 壮 方 程 为 


3 
Ea 

+ 2 
如 bp 


= 1]s 


若 压 力 粮 度 为 -2 = 一 > 并 设 速 度 场 me= py = 看 ， Us = UCN YY 二 在 边界 上 v= 0，, 试 求 


该 问题 的 解 。 
浊 示 : 可 选 01= 4( -如 -+ - 耻 -1 ) ， 它 满足 边界 条 件 。 将 其 代入 条 微分 方程 Vy， 


= -m/s 可 定 出 -4 值 。 
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第 六 章 ”次 弹性 材料 、 经 典 弹性 理论 


Truesdell 提出 弹性 的 三 种 定义 ， 并 分 别 命 名 为 次 强 性 (Hypoelasticity ) 、 弹 性 
《Elasticity ) 和 超 漳 性 ( Hyperelasticity ) 。 对 等 温 或 绝热 条 件 下 的 小 变形 线 弹 性 体 ， 这 
三 种 定 文 大 等 份 的 。 但 是 当 将 它们 推广 到 较 .-- 般 的 物质 和 变形 范围 时 ， 它 们 就 不 再 等 价 了 ， 
并 得 到 了 三 种 不 同 级 别 的 普遍 性 。 因 此 有 分 别 讨论 的 必要 。 

第 一 种 定义 是 基于 Cauchy 方法 。 它 直接 建立 应 力 张 量 和 应 变 张 量 间 相 互 单 值 对 应 的 半 
系 。 车 材料 具有 均 义 无 应 力 的 自然 状态 ， 且 在 此 状态 的 有 限 邻 域内 存在 Euler 应 力 张 量 04; 和 
Almansi 应 变 张 量 ei; 间 的 一 一 对 应 的 关系 ， 则 称 为 弹性 材料 ， 其 本 构 方程 为 

Oo,j= fe,,} 
这 样 ， 应 力 只 和 当前 应 变 有 关 ， 而 与 应 变 史 无 关 。 这 种 定义 法 是 经 典 弹性 理论 中 最 初 采用 
的 ， 下 面 我 们 将 简称 这 种 弹性 本 构 关系 为 Cauchy 弹性 。 这 一 理论 提出 的 最 简单 的 关系 式 ， 
就 是 各 向 同性 材料 的 虎 克 定律 ( 5: 2*10 ) 。 

第 二 种 定义 则 从 材料 具有 储 能 函数 出 发 。 营 材料 共有 作为 应 变 张 量 解 折 函 数 的 应 变 能 了 
数 ， 且 应 变 能 函数 的 变化 率 等 于 应 力 所 做 之 功率 ， 则 称 为 超 弹 性 材料 。 在 8*2 中 ， 我 们 已 经 
看 到 以 这 种 方法 来 定义 的 线 弹 性 材料 ， 并 且 得 到 和 第 一 种 定义 法 相同 的 结果 。 对 超 弹 性 材料 
的 详细 讨论 将 在 条 ,4 中 进行 。 

第 三 种 定义 是 建立 素 形 式 的 本 构 关 系 。 若 材料 应 力 率 分 量 为 形变 率 分 基 的 齐 次 线性 函数 ， 
则 称 为 次 弹性 材料 。 这 是 本 章 将 要 讨论 的 内 容 。 

本 章 中 我 们 首先 讨论 次 弹性 材料 的 特征 和 本 构 方程 ， 并 由 它 推出 经 典 弹性 理论 的 线 弹性 
规律 ， 然 后 简单 回顾 经 典 弹性 理论 的 基本 方程 和 解 靶 及 经 典 弹 性 理论 的 普遍 原理 一 能 量 原 
理 。 


36.1 次 弹性 材料 (Hypoelastic Material)、 
Euler 应 力 的 Jaumann 率 


I 。Eulef 应 力 的 Jaumann 率 

为 扩展 弹性 的 定义 ， 建 立 更 一 般 的 本 构 方 程 。 本 节 特 建立 应 力 率 与 形变 率 间 的 线性 关 
系 ， 并 将 具有 这 种 本 构 关系 的 材料 称 为 次 弹性 材料 ( Hypoclastic Materials )。 

但 是 ， 取 什么 作为 应 力 率 的 定义 呢 ? 我 们 知道 ， 当 物体 作 刚 体 转动 时 ,形变 率 张 量 扩 ;为 
零 ， 但 应 力 的 物质 导数 Dz,;/ Dt 却 不 是 这 样 。 以 一 受 拉 伸 直 杆 绕 > 轴 转 动 为 例 ， 在 某 胜 时 ， 
杆 辖 平行 于 x* 轴 ， 此 时 0: 守 0，0y = 0， 但 在 另 一 明 时 ， 当 杆 转 到 其 轩 线 平行 于 > 辅 时 ， 则 
gs= 0， 四 于 0。 这 样 ， 从 固 结 于 物体 的 物质 坐标 架 上 看 ， 杆 件 中 的 点 力 状态 没有 变 化 ， 
但 从 空间 固定 和 作 考 坐标 系 来 看 ， 应 力 分 基 在 发 生变 化 ， 因而 应 为 分 量 的 物质 导数 Doi;/Di 也 
在 变化 。 

?5 


由 此 看 来 。 应 取 跟 随 物 体 一 起 作 刚 体 转动 的 物质 坐标 系 ox' yz7 上 观察 到 的 应 力 分 量 
of) 对 时 间 的 导数 07; 作 为 应 力 率 才 是 合适 的 。 此 应 力 率 的 定义 是 Jaumann 1911 年 提出 的 


on = lim Eonlt+ AD- of(] (1°1) 
物质 坐标 架 ox yz/ 上 的 应 力 分 量 可 用 固定 参考 坐标 架 0xyz 上 的 应 为 分 量 表 出 。 利 用 应 
力 张 量 坐标 变换 规律 ， 有 
Or OL MI Clro0n) 
这 里 坟 ,= cos(x/，X;) 为 物质 坐标 架 与 空间 坐标 架 坐 标 轴 间 夹 角 的 方向 余弦 。 
现 求 此 方向 余弦 。 注 意 到 平移 并 不 影响 应 力 率 ， 因 而 只 需 考虑 转动 。 为 此 ， 取 物体 中 任 


一 质点 p， 并 以 5 作为 两 玲 标 架 的 公共 原点 ， 且 在 了 瞬时， 两 坐标 架 重合 。 参 考 坐 标 架 x 不 
动 ， 物 质 礁 标 架 *; 随 Dp 点 领域 一 起 以 角速度 @ 转 动 ,在 转动 时 , p 点 分 域内 的 一 质点 Q 的 物质 


坐标 dx! 不 变 ， 而 日 质点 的 空间 坐标 dx; 则 1 


发 生变 化 。 由 图 6 本 可 得 
dr’ =dr— wdixdr 


3 


或 dxi; 二 dx, 一 eiinoid idx, 


= (64 ermdt dx, 


由 此 得 
Mipn= 6 — endt (C1:2b) 
在 1 + di 也 时 ， 质点 了 在 矢 考 系 和 1 中 的 1 
应 力 分 县 为 图 6.1 P 点 邻 域 的 诈 转 


Ttt + dt) ott 十 dt 


根据 《C120 ) 式 ， 我们 有 
ol ttdt)=nm nontt + dt) 


Do dt 


= (Benindt) (1 ~ Ernadt) (cr 本 7 


=0utt)+ (学 | jar Or) 


将 上 式 代 入 C1:1)， 并 注意 到 Cit = 0j;(1)。 即 得 


UF = Pe EiphOpON 一 人 earil 
= 2 -Woow -Wo (1*3a》 
或 gag- WE- OWT 《1"35 ) 
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he 


此 即 Jaumann 应 力 率 的 表达 式 ， 它 为 二 阶 对 称 张 量 。 
对 应 力 率 的 更 求 是 ， 它 几 须 是 关于 刚体 转动 的 不 变量 。 但 是 ， 此 一 要 求 并 没有 唯一 的 解 
答 。 例 如 Truesdell 冶 出 了 下 列 的 应 力 座 
Da,: 


{Ti 一 了 ， __ 
Tij ~ +OiDprp OipUisp “OipVisy Cay 


Dt 
忆 及 式 《 3;2'23)、《 3:2"3 )， 我 们 有 
Upip = Vsps Vip= Vs t Hip 
将 上 两 式 代入 式 (o)， 并 注意 到 式 《1.3)， 我 们 得 到 


= ， 
TD ~ oF =00 ss 0s js ~ JipV is 《 声 ) 


当 质 点 p 部 万 只 作 刚 体 运动 时 ，Fup = 六 :p= 0 ， 这 样 (go5 就 简化 为 0”， 由 于 07 不 受 刚体 转 
动 的 影响 ， 故 :7 也 不 受 刚 体 转 动 的 影响 ， 实 际 上 式 (b ) 给 出 的 “7 与 07; 之 差 反 映 了 质 
点 邻 感 变形 速率 的 影响 。 

以 后 我 们 将 采用 Jaumann 应 力 率 ， 因 为 它 直接 由 限 随 质点 邻 域 作 瞬 时 转动 的 物质 坐标 
架 上 观 赛 到 的 应 力 分 量 对 时 间 的 变化 率 来 定义 的 ,其 力学 意义 比较 明确 。Jaumann 率 还 有 另 
一 个 优点 ， 令 4; 与 Bos 为 定义 于 质点 的 二 阶 对 称 张 是 ， 而 ge 与 B3。 为 其 Jaumann 率 ， 
同 有 下 述 运算 规则 ( 注 ， 对 其 它 应 力 率 则 不 一 定 存在 ) 


(4 三 -站 (4sBoa) 


万 
= AF, Bya + AveBY,. (ce) 

证 明 ， 
CAseBee) = DA pot do (Cd) 


参照 式 (1*3)， 我们 有 


Es = AT tH A tH on Ap 


Pe = BY +W ornBira tH Dsy 


将 上 两 式 代 入 (4 ) 式 得 


(AdosBes) = ApuBro t+ Bra Aro tH oaBse dea tH Bada 


于 于。 + on Asp Bsa te) 
上 式 右 端 第 四 和 第 六 项 重复 指标 作 如 下 里 换 ，p->4-> 和 >P， 则 得 
BABae) = Aoe Bet Boe AYe + WorBaeAos + Wss Bedos 
tH phAroBpa + HrAsaBos 
?7 


TT a Le ee ih er haa he - 


= Ayo Brat+ Bre Aret AprBoaatW ss + 了 政和》 


+ BoaAont ss tp) 
由 于 涡 旋 张 最 态 ss 为 反对 称 张 量 ， 故 上 式 园 括号 中 之 值 为 零 ， 于 是 (c ) 式 得 证 。 
I 。 次 弹性 材料 的 本 构 方 程 
某 些 材料 如 士 壤 等 其 弹性 性 质 与 应 力 加 载 路 径 有 关 ， 例 如 沙土 剪 应 力 与 前 应 变 间 的 关系 
曲线 受 围 压 的 影响 很 大 ( 国 压 改变 了 砂 土 的 密实 度 ， 造 成 了 砂粒 分 布 与 摩擦 力 的 改变 ) ， 因 
而 如 果 起 点 与 终点 的 前 应 力 与 围 压 应 力 一 样 而 加 载 次 序 不 同 ， 即 使 在 况 应 力 与 前 应 变 关 系 曲 
线 的 弹性 阶段 其 应 变 值 也 是 不 同 的 。 正 是 由 于 这 种 路 径 相 关 性 ， 这 类 材料 的 应 力 应 变 关 系 已 
不 能 写成 全 量 形式 ， 而 必须 写成 增 基 形式 或 率 的 形式 ， 邵 
CT 一 了 Cl:4a) 
为 了 使 上 述 本 构 甘 系 中 的 材料 常数 不 含 半 顿 时 间 ， 由 因 次 分 析 可 知 ，J, 了 V7) 应 写成 al 的 
前 次 线性 形式 ， 因 此 有 


wo 
OF = Cnt pi 


具有 这 类 了 形式 本 构 关 系 的 烤 料 称 之 为 次 弹性 材 料 。 其 中 5,741 依赖 于 肇 时 应 力 张 量 或 瞬时 应 
变 张 量 ， 由 张 量 商 律 可 知 ， 宅 为 四 阶 张 量 ， 且 由 应 力 率 和 形变 举 的 对 称 性 可 得 
CBI Ciikl > C1h 15) 
现 分 析 次 弹性 材料 的 一 些 特性 ， 设 cj; 表示 次 弹性 材料 内 任 一 点 p 处 在 + 瞬时 的 应 力 状 
态 ， 划 设 经 历时 间 间 隔 dt 后 在 5 点 邻 域 得 到 无 限 小 位 移 du,(%;)。 设 0.(xj) 为 相应 的 速度 
场 ， 则 du; = vidt。 由 于 位 移 无 限 小 ， 故 有 
Viidt= dui + dri) ( 无 限 小 变形 ) 


C1"db) 


C1:6) 
Wudt= (du du ) ( 无 限 小 转动 ) 
考虑 应 力 在 此 无 限 小 时 间 镶 隔 di 中 的 变化 doi;， 利 用 式 《1"34 ) 和 《〔 1 他) 我 们 有 


do = ps dt={C pF nl + gon tgat 


= cist Ona du + diuss) + Eduisp ~ dtu) 


二 da 一 do) ( 1+:70) 
式 中 oji 为 此 一 时 间 间 隔 初 始 财 之 应 力 。 可 见 应 力 的 变化 仅 取决 于 无 限 小 转动 与 变形 ， 而 与 
转动 和 变形 的 速度 无 关 。 国 此 次 弹性 材料 是 非 巾 性 的 。 如 前 所 述 ， 在 弹性 常数 中 不 含 时 间 ， 
则 由 式 (1*7a ) 可 多 在 增 量 本 构 关系 式 中 不 含 时 间 的 影响 。 ” 

现 菩 令 JD 点 出 (9ijs u,) 状 坟 经 式 (1:6) 所 示 的 无 限 小 位 移 d4, 到 达 另 一 状态 (Oi -do 
4 du) 后 再 逆 程 返回 ,也 即使 其 经 相反 的 位 移 (-dui) 回 到 其 起 始 位 置 和 形状 , 则 按 式 (1*70)， 
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位 移 返 回 财 其 应 力 的 改变 为 


do = 一 eu dopo ou + ou) 


Wd t+ do Cdu,s — du,,;) 


-om tdor dui Aus) (i 


这 里 我 们 假定 6;;41 为 腾 时 应 力 状 态 的 孙 数 。 对 GC, yat Cpe +drsr) 作 Talar 展 开 并 略 去 二 阶 小 县 


OC Al 
ChIC Opa + IHops) = Cnt Opa) 二 ao dos 
To 


并 代 回 (7 引 式 可 得 
dy +doi~— O( deo, edus,1) 


即 返 同 的 应 力 与 原 应 力 之 差 内 是 二 阶 小 量 ， 若 忽略 二 阶 小 量 ， 则 可 认 为 应 力 饭 复 到 其 初始 
值 。 因此 次 弹性 材料 在 无 限 小 位 移 下 是 可 逆 的 。 

由 于 次 弹性 材料 对 无 限 小 位 称 的 无 粘性 及 可 道 性 和 对 有 限 变 形 的 路 径 相 基 性 ， 故 采用 了 
#* 深 弹性 ”这 一 术语 。 

我 们 强调 次 弹性 材料 的 应 力 响 庶 不 仅 取决 于 当前 应 变 ， 还 与 变形 路 径 有 英 ， 这 与 弹性 材 
料 的 应 力 响应 只 取决 于 当前 应 变 状态 的 情 襄 在 同 ， 但 是 如 下 节 将 看 到 的 ， 弹 性 材料 可 看 成 是 
次 弹性 材料 的 一 个 特 阐 ， 因 而 次 弹性 材料 比 起 弹性 材料 具有 更 广泛 的 普遍 性 。 

考 虚 几 种 次 弹性 材料 。 先 考 虚 cas 与 应 力 状 态 无 关 的 次 弹性 材料 。 设 材料 是 各 向 呵 性 
的 ， 即 坐标 变换 时 本 构 关 系 的 函数 形式 与 物性 常数 保持 不 变 ， 于 是 由 人 《13) 可 见 2.54 在 任意 
取 赔 的 第 卡尔 众 标 系 中 应 相同 ， 即 5i;44 为 四 阶 备 向 同性 张 有 量 ， 采 用 同 推导 《5:2+:10 ) 式 相 侯 
的 步 又 ， 可 得 ; 

ov = AV eG + pV 《1.8 》 


其 次 考虑 cut 是 应 力 分 量 的 线性 图 数 的 初始 各 向 同性 次 弹性 材料 。 为 广 足 式 《1'5 ) 指 
出 的 对 称 性 的 要 求 ， 直 楼 验证 就 可 判断 张 最 ciz41 应 是 下 面 五 个 张 量 的 线性 组合 : 
站 ;681 Snirt ords Oilts 》 
人 NGi t Ogis + Brois + Ogisy CON 
其 中 关 两 个 张 量 的 系数 是 应 力 张 县 迹 t05 = on4) 的 线性 函数 ， 而 后 三 个 张 量 的 系数 应 为 党 
数 。 由 此 这 类 次 弹性 材料 的 最 一 般 的 civ41 的 形式 可 写 为 : 


(C1:99) 


Chk! = 《Go1 + EnOnn) Gr + C00 + donn) ,rd 十 Brndi1y 


+ i011 十 Ono + irojp ti racit + OiiTsg) 


+ 人 isGAIGii 《1*95 ) 
将 上 起 代入 式 《1:4 各 ) ， 得 下 列 形 式 的 本 构 方程 : 
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v 
Ui 妆 GoV nsdi t+ ao i + GOanF mmGii + OonanF i 


FOV nn Ft Oto + OND ia) t aed iV sd, (C1:10) 

式 中 系数 ai，…，Gis 为 材料 常数 ， 而 oj 为 瞬时 应 力 。 具有 式 1.10) 才 述 的 本 构 方 程 的 材 
料 常 称 为 一 阶 ( 或 线性 ) 次 弹性 材料 ， 它 比较 适合 于 描述 土壤 、 混 凝 土 等 一 类 材料 的 力学 响 
应 特性 。 式 (1.10) 帮 边 最 后 三 项 显示 出 应 力 引 起 的 各 项 异性 。 

和 更 一 般 的 情况 ， 张 量 cizw 将 包含 应 力 张 量 的 二 次 项 。 应 力 张 量 的 高 次 项 不 需要 ， 因 为 根 
据 Cayley-Hamilton 定理 ， 它们 可 用 应 力 张 量 的 一 次 、 二 次 项 与 常数 项 的 线性 组 全 来 表 ， 
To 

在 位 移 很 小 ， 且 转动 和 应 变相 比 为 同 阶 或 更 高 阶 小 量 的 情况 下 ,Vj 之 en，o7; 之 gw, 则 
次 弹性 材料 的 本 构 方 程 简化 为 


Gig = CoA1EhI C1°11» 
其 中 我 们 仍 设 0;141 为 贬 时 应 力 的 函数 。 写 成 增 基 形式 为 
do = Cpll Omn dest C1*127 
亚 ， 失 稳 条 件 


由 上 武 不 难 证 明 存在 某 种 应 力 状 态 ， 在 此 应 力 状态 下 应 变 状态 的 改变 并 不 引起 应 力 状态 

的 改变 。 此 临界 应 力 状 态 由 式 (1'12 》 右边 系数 行列 式 等 于 零 得 到 ， 即 
[ositoma)| = 0 C1:13) 
式 (1.13 ) 可 看 成 是 失 稳 破坏 的 条 体 [697。 
现 仍 以 上 述 一 阶 次 弹性 材料 为 例 ， 为 了 简化 ， 歌 坐标 轴 洁 该 瞬时 三 个 主 应 力 方向 ， 并 将 


式 《1'12 ) 改写 成 矢量 形式 : 
{do} =CecyI{de} C1°14) 
其 中 
{do } =[dor, do,, dosy dtxys OTyz 日 faz] 了 (1:15) 
{de} = [ev deyy ds,, Gy dryzs od yw’ 
Vxyy Vyry Vrx 为 工程 坦 应变。 
Ci Cs Cs 
Cl Cy Cs 0 
reJj= Cal 《sa C3 (1.16 ) 
Cs 
0 os 
Fe 
失 稳 破坏 条 件 (1.13 ) 写 为 ， 
detr ¢ J=0 {1:17) 
其 中 
Ca + Gt Can+ G2)T1 + Cos + 204 + Hi YO'is t=1,2,3 
C= G0 + Cul + G0 + 01s0 jy» i 1 j=l 2, 3 
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人 = 了 Cast (Gs + ou)h, 一 Ge03]] 《1r*18 ) 


Cs = 二 [ou: 十 《is 十 fd 了 一 ici] 


1 
ce = 本 [oo + Ca t+ Gd Gas] 


式 中 五 = cn ai 为 主 应 力 。 将 《1*17 ) 式 展开 得 


Pei Ca 


2 Crs {Cy Ce Ce= C1.19) 


{Ca Ca Cs 
从 稳 破坏 条 件 《1:19 ) 式 可 解释 为 主 应 力 空间 的 曲面 ,其 中 包含 两 个 曲面 ; 其 一 由 cscsco= 0 
得 到 ， 它 为 三 角 锥 体 的 雏 面 ， 第 二 个 出 式 《1'19 ) 左边 三 阶 行列 式 为 零 得 到 此 为 主 应 力 空 
间 的 曲面 。 由 于 这 两 个 曲面 可 能 有 互相 交割 ， 因 此 次 弹性 材料 的 稳定 区 域 应 取 由 这 些 曲 面 在 
主 应 力 空间 包 住 原点 的 最 小 区 域 。 上 述 讨论 对 工程 类 岩 土 材料 和 混凝土 的 从 稳 破坏 分 析 有 着 
一 定 意义 。 


86.2 次 弹性 转化 为 Cauchy 弹性 的 条 件 


我 们 仍 限 子 讨论 小 位 移 ， 转 动 较 之 应 变 为 同 防 或 更 高 阶 小 量 情 况 。 若 次 弹性 材料 的 增 量 
型 本 构 方 程 C1*12 ) 式 的 系数 间 对 所 有 应 力 状态 满足 ; 


BR _ Beiiag C210) 
Ogpa Der! 
或 Dot , BOs -cieg , Doma 《2415 ) 


Drs OEpg 站 gmh OER! 


则 起 《 1+12 ) 可 积 ， 且 积分 结果 与 积分 路 径 《 即 应 变 路 径 ) 无 关 ， 由 此 得 全 量 的 应 力 和 应 变 
本 构 关 系 ， 而 次 弹性 就 转化 为 Cauchy 弹性 。 这 时 应 力 仅 取 决 于 当前 的 应 变 状态 而 与 应 变 历 
由 无 闫 。 设 物体 存在 自然 状态 ， 即 应 力 为 零 时 应 变 为 零 ， 对 式 〈1"12 ) 从 自然 状态 开始 积 
分 ， 拭 注音 到 条 件 《2.1) 式 ， 可 得 ; 


Bim 
ou=| Csiid ent = fi(Emn) {2*1c) 
此 即 Cauchy 弹性 的 本 构 方 程 。 若 fiitems) 有 二 院 迷 续 偏 导 数 ， 且 满足 : 
fs: ,Ofn (2.20) 
站 EN Beii 
或 Cijhl = CAL CC 2.265) 
则 onds,; = fiden 为 某 函 数 玉 的 全 微分 ， 妈 
dH” = odeis (2'2c 7 
= 2- C 2°24 ) 
由 此 1 Geis 


即 应 力 有 势 ， 而 素 (ews) 即 为 应 力 势 函数 ， 也 即 应 变 能 密度 男 数 。 于 是 ， 在 条 件 〈《 2,24 ) 式 
下 ，Cauchy 弹性 转化 为 超 弹性 。 由 此 可 见 ，Cauchy 弹性 包含 了 超 弹性 ， 而 次 弹性 包含 了 
Cauchy 弹性 。 因 此 ， 三 种 弹性 定 尺 中 ， 次 弹性 具有 最 广泛 的 普遍 性 。 
现 以 一 阶 次 弹性 材料 为 例 。 要 使 这 种 材料 成 为 Cauchy 弹性 的 ， 按 照 条 着 《2.12 ) 式 ， 
它 必 须 同 时 满 足 下列 各 式 : ! 
Qi4= 0 
Qt IO + G2)= 0 
Qs gs= 0 2.3 
Qst30 + Os)= 0 : 


B0002 + Oot O12 — G13)= 0 


而 车 要 使 这 种 材料 是 超 弹 性 的 ， 按 条 件 (2:253 式 ， 它 还 必须 满足 
1g 他 15 《 23 7) 
潜 一 阶 次 弹性 材料 的 各 材料 常数 qi 至 as 不 满足 条 件 〈《236 7 式 和 (2238 7 式 ， 则 由 本 
构 方 程 C1:12 ) 式 描述 的 一 阶 次 弹性 材料 《 其 中 cr 由 式 《195 ) 给 出 ) 的 行为 一 般 是 路 
径 相关 的 。 
车 除 go 和 qos 外， 其余: 至 016 和 名 材料 常数 为 零 , 则 条 件 2,34 ) 和 《 2-3b ) 显然 满足 。 
今 qo1 = 4 ，00; =2p， 我 们 就 得 到 各 向 同性 线 弹 性 材料 的 广 半 虎 克 定律 


Oj = ERAG + HE (C2:4) 

对 各 向 异性 次 弹性 竺 料 ， 当 5 iu: 为 常数 时 ， 条 件 (2*19) 自 然 满 足 ， 则 由 式 《C112) 积 
分 得 各 向 异性 线 弹 性 本 构 方 程 

Oij = CjhiEnto { 25 


86.3 弹性 力学 的 基本 方程 、 波 动 方程 


线 弹 性 固体 的 本 构 方 程 已 在 $5.2 中 给 出 。 本 节 讨 论 无 限 小 位 移 下 各 向 同性 线 弹性 固体 的 
控制 方程 及 其 解 鞭 。 l 

工 ， 基 本 方程 

考虑 处 于 等 温 或 绝热 状态 的 各 向 同性 弹 性 固 体 ， 设 其 存在 唯一 的 自然 状态 ， 在 谈 状 态 
下 ， 所 有 的 位 移 ，、 应 变 、 应 力 及 应 变 能 函数 之 值 均 为 等 。 

限于 讨论 小 位 移 和 小 速度 及 位 移 梯度 34,/9%; 为 小 量 的 情况 。 此 情形 下 的 应 变 和 速度 、 
加 速度 会 式 都 可 线性 化 


la Bu dus .9 ) 。 
ii (+ BX OX (3°1) 


汪 ( 劳 ' 问 )-" 


OH; ui Ou 
| i + 
ot toh Oxs at 《3'2 ) 
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Ch (C33) 


Bvt aU! 
吝 : 二 一 一 中 ~ 
襄 0 5 at 


且 物 质 描 述 与 空间 描述 已 没有 区 齐 。 

为 求 线 弹 性 体 在 给 定 外 力 和 边界 条 件 及 初始 条 件 下 的 位 移 场 和 应 力 场 ， 必 须 从 擂 述 线 弹 
性 体 运动 和 力学 规律 的 基本 方程 出 发 ， 这 些 方程 可 分 为 三 组 。 

1， 儿 何 和 运动 学 方程 ， 即 (3*1) 一 《43.3) 式 。 


2。 运动 方程 on + pfi= po ( 3140) 
或 平衡 方程 on,;+pf:= 0 (3°4b) 
3， 本 构 方 程 一 Aenndi; t 2 HE: 《3*5 》 


不 著 虑 面 矩 ， 应 力 张 量 是 对 称 的 ， cy = cj 小 变形 情况 下 ， 密度 视 为 常数 ， 于 是 式 
(3.1)、(34)、(3.5) 十 五 个 方程 包含 十 五 个 未 知 国 数 ， 三 个 位 移 分量 ， 六 个 应 变 分 量 
和 六 个 应 力 分 量 ， 因 此 解 兴 性 力学 问题 的 方程 数 朋 足够 。 

I 。 边 界 条 件 和 初始 条 件 

为 了 求 得 问题 的 解答 , 除 体 力 外 ， 必 须 给 定 边 界 条 件 和 初始 条 件 。 边 界 条 件 有 三 种 给 法 ; 
《1) 第 一 类 边界 条 件 。 整 个 表面 给 定 人 外力， 边界 条 件 可 写 为 : 

T=on: 1=1,2;3 {36) 
这 里 mj 为 内面 外 法 线 方 向 余弦 ，T 了 i 为 已 知 耐力。 
〈2) 第 二 类 边界 条 件 。 整 个 表面 给 定位 称 ， 边 界 条 件 为 ， 

# = i=1,2,3 C 37) 


4i 为 已 知 位 移 。 
(3) 混合 边界 条 件 。 更 多 的 问题 是 在 部 分 表面 $s 上 给 定 面 力 边界 条 件 ， 而 在 其 余 边 界 表面 
s.=s-sv 上 给 定位 移 边 界 条 件 。 有 时 在 某 些 圾 面 或 表面 点 处 给 定 混合 边界 条 件 ， 即 在 每 一 
点 处 给 定 的 三 个 分 量 边 蜡 条 件 中 ， 两 个 《或 一 个 ) 为 面 力 分 量 边界 条 件 ， 而 一 个 〔 或 两 个 ) 
为 位 移 边 界 条 件 。 
对 于 弹性 动力 学 门 题 ， 除 边界 条 件 外 ， 还 必须 给 定 初 始 条 件 ， 即 + = 0 时， 给 定 
HH, = fit i) i=1;2,3 C 380) 


= 9) i=1,2:3 《3.8p 1) 


式 中 志和 9; 为 已 知 证 数 。 
开 . 弹性 力学 问题 解 的 唯一 性 
现在 提出 下 述 问题 ， 即 弹性 力学 问题 的 解 是 否 总 是 存在 ， 且 是 否 唯一 的 ? 
解 的 存在 性 的 证 明 已 超出 本 书 的 范围 ， 但 是 应 指出 的 是 只 有 边界 条 件 满足 一 定 条 件 时 解 
才 存 在 ,例如 在 第 一 类 边界 条 件 的 弹性 厂 平 衡 问题 中 所 给 的 面 力 边界 条 件 必须 满足 整体 平衡 
条 件 ， 即 
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| Te + | orar =0 


(C3:9) 
Jrx Tds+ [rxpfyar =0 
又 如 柱 丁 扭转 问题 归结 为 解 Laplace 方程 的 下 述 Neumant 问题 
Vp= 0 在 六 ( 槽 截面) 内 
《3410 7 


-0 0x) 在 s( 横 截面 周边 ) 上 
则 艇 存在 的 充 要 条 件 是 给 定 边 界 情 f 应 满足 
| fas= 0 {3:11) 


至 于 甫 的 唯一 性 ， 只 有 在 小 位 移 ， 因 而 基本 方程 线性 化 且 存 在 着 正定 的 应 变 能 钞 数 时 才 
有 了 唯一 衣 。 在 有 限 变 形 即 几何 非 线 性 情况 下 ， 基 本 方程 将 是 非 线性 的 ， 这 时 不 存在 解 的 唯一 
性 。 例 如 在 大 挠 度 和 屈曲 《稳定 性 ) 问题 中 即 如 此 ， 在 压 杆 稳定 问题 中 ， 当 轴 向 载 背 p 达 到 
临界 载荷 po 时， 将 出 现 解 的 分 叉 ， 而 当 jp 之 P.': 时 , 除 直 线 平衡 形式 ( 不 稳定 ) 外 还 将 出 现 
曲线 平衡 形式 。 

下 面 证 明 在 小 变形 下 ， 线 弹性 体 的 弹性 静 力 学 问题 解 的 唯一 性 定理 。 

设 弹 性 体 具有 正定 的 应 谈 能 硝 数 ， 且 受 载 前 处 于 自然 状态 ， 则 在 给 定 边 界 条 件 下 弹性 体 
平衡 问题 的 应 力 和 应 变 解 是 唯一 的 。 若 为 第 一 类 边界 条 件 ， 位 移 只 决定 到 相差 一 个 刚体 位 移 
的 程 座 ， 若 为 第 二 类 或 混合 边界 条 件 ， 邮 位 移 解 也 是 唯 - -的 。 


设 在 s, 上 给 定 #=u (=1,2,3) 《3'12 ) 


而 在 ss 上 给 定 


2 = 元 (f=1,2,3) 
日 Bi 


Hss+s, = 5, 

证 明 解 oi，eii 是 瞧 一 的 。 

用 反 证 法 ， 设 靛 不 是 唯一 的 ， 则 存在 两 个 应 变 和 应 力 状态 之 解 ej、c 和 si;、0153 且 这 
两 种 解 都 满足 边界 条 件 ( 3.12 ) ， 则 两 种 解 之 差 sj = 2 一 2，gi= oi; 一 017 满足 零 位 移 和 
零 面 力 的 边界 条 件 


i 二 人， 【在 5s。 上 ) CC 313) 
| 
种 零 体力 的 平衡 方程 
a YY ,14 
( -和 ) = 《在 内 》 {314) 
由 式 《3:14) 可 得 


| ( 2 ) 上 = 0 
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由 分 部 积分 上 式 可 化 为 
fa 8 了 
(Jads 人- 误 
但 由 边界 条 件 《 3:13 ) 可 见 ， 第 一 个 面积 分 为 零 ， 由 于 应 变 分 量 的 对 称 性 ， -第 二 个 积分 可 写 
为 


ud = 0 


| dp 0 
-Aer 


由 于 殉 为 应 变 的 齐 二 次 函数 (《 出 55:2.5) 式 ) ， 歼 被 积 函 数 等 于 2 下 ， 于 是 得 
| rar = (3.15 ) 


由于 本 为 正定 函数 ， 则 上 式 成 立 只 有 在 环 为 零 时 才 成 立 ， 而 这 要 求 所 有 应 变 分 量 e5 人 多 为 
零 。 由 此 证 得 ef = 2 和 os = oj， 即 应 力 和 应 变 解 是 唯一 的 。 

应 提请 注意 的 是 、 上 述 证 明 只 是 在 加 载 前 物体 处 于 自然 状态 的 情况 下 成 立 ， 若 加 载 前 物 
体 已 有 初 应 力 ， 则 问题 的 解 将 是 多 值 的 。 

当 为 第 一 类 边界 条 件 且 未 给 物体 任何 位 移 约束 时 ， 位 移 解 将 是 不 定 的 ， 但 任 选 的 两 个 位 
移 解 之 间 只 相差 一 个 刚体 位 移 。 

NN 。 弹性 力学 问题 的 解法 

为 了 简化 求解 ， 可 取 菜 些 未知 量 ( 应 力 或 位 称 ) 为 基本 未 知 量 ， 而 从 基本 方程 中 消去 其 
佘 未知 量 。 根 据 取 应 力 或 是 取 位 移 为 基本 未 知 量 ， 可 把 解 法 分 为 两 类 ， 应 力 解 法 和 位 移 解 
法 。 

一 、 应 力 解 法 求解 弹性 力学 平衡 问题 。 如 取 应 力 为 基本 未 知 量 ， 则 它 必须 满 足 三 个 平衡 
方程 3. 如 ) 。 通 过 本 构 方程 可 由 应 力求 得 6 个 应 次 分 量 ， 如 第 三 章 所 述 ， 这 些 应 变 分 量 必 
须 满 足 相 容 性 条 件 (3:4'11 ? 式 


已 本 一 此 二 Cao) 

其 中 独立 的 只 有 个 。 
利用 本 构 共 系 

ei = E06 《3"16 ) 
将 相 容 方程 用 应 力 分 莉 表 示 

Tif! TOR OR Oilsnt 

= Bj -Od ,61) C6) 

i+vy 


式 中 辐 =oh4 为 三 个 正 应力 之 和 。 当 令 包 = 上 时 得 
Oijshs 十 Thar 一 下 有 一 安生 I OG + Qi) Ce) 
《ce ) 进 为 9 个 方程 ， 由 于 应 为 的 对 称 性 ， 基 中 6 个 独立 ， 故 独 立方 程 数 未 减 。 


由 平衡 方程 可 得 
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Tihral = ~ pfir 


将 此 伐 大 《 c ) 式 ， 并 注意 到 gj,n4 = Yi 和 ou = 岛 得 


Vio + O70 = — plfiy tfii) Cd) 


方程 (d ?可 化 为 更 简单 的 形式 ， 为 此 对 (了 ) 不 在 i=j 下 缩 六 ， 提 人 殿 一 个 建立 V: 昌 与 pfi,; 间 
的 关系 式 


1 一 7 om rt. 

Tt @ = pfist (ey 

将 (Ce ) 代 入 ( 9 ) 左边 的 第 三 项 ， 即 得 熟知 各 6 个 Beltrami-Michell 相 容 方程 ; 
Ce 


这 样 ， 用 应 力 靶 求解 时 ， 六 个 应 力 分 量 须 满足 3 个 平衡 方程 (6348) 和 6 个 相 容 方程 (3"17 ) 
及 3 个 边界 象 件 (3.6)。 这 着 起 来 出 现 了 蔬 盾 ， 即 方程 多 了 而 边界 象 件 少 了 。 但 是 注意 到 车 
相 容 方程 《3'17 ) 在 六 内 成 立时 ， 可 以 证 明 (ossy4 + pf) 在 六 内 满足 Laplace 方 程 ， 即 (054 
+ pf i) 为 六 内 的 调和 函数 L53], 车 一 个 调和 水 数 在 边界 5S 上 为 零 , 则 必 在 整个 域 六 内 为 零 ， 即 
只 费 平 衡 方程 (3 各) 在 过 办 3 卡 镀 足 ， 幅 必 在 整个 域内 被 满足 。 广 是 用 应 力 法 求解 弹性 力 
学 问题 的 提 靶 可 改 为 ， 求 六 个 应 力 分 量 c，， 使 其 在 域内 满足 六 个 相 容 方 程 ( 3*1? ) 并 在 边 
界 S 上 满足 六 个 边界 条 件 ; 

T, jj = TT,, 

rojo {ESL Cf) 

在 无 体力 的 销 况 下 ， 平 衡 方程 《3.46 ) 和 相 容 方程 《 3"17 ) 都 是 齐 次 的 ， 问 题 的 解法 还 

可 进一步 简化 。 作 为 平面 问题 Airy 应 力 函 数 解 法 的 推广 ， 在 三 维 问题 中 我 们 也 将 应 力 分 量 
”用 应 力 函 数 麦 示 。Finzi 在 1934 年 指出 ， 平 衡 方程 


gist= 0 C= Oi; (C318) 
的 通 解 为 

GeimrEjins 的 rainn (C3.19) 
式 中 14 为 应 力 函 数 二 阶 对 称 张 量 的 分 量 ， 适当 选择 w., 使 应 力 分 县 满足 齐 次 相 容 方程 

Voit 70 0 《3-20 ) 


即 得 到 无 体力 平衡 问题 的 解 。 令 "六 5 时 ， 由 ,= 0 ， 就 得 3 个 Maxwell 应 力 畏 数 9i= 市民 对 
不 未 和 ) ， 由 其 决定 的 应 力 分 量 为 
__ Og; Bgs __ Pg, 
T= 二 一 
Bx Ba EL 


车 令 r = 时 加 ,= 0 ， 出 得 3 个 Morera 应 力 函 数 册 = 一 2 和 9、 由 二 一 2 四! 和 吞 = 291:， 由 
其 决定 的 应 力 分 量 为 


Op, _ dy ) 
本 Bx Ox dxs 1" 
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车 除 #; 外 ， 取 其 余 吉 := 0 ， 就 得 平面 应 力 问 题 的 Airy 应 为 函数 p= 册 s*， 由 其 决定 的 应 力 分 
量 为 

og og 
3 axl 


Cy 一 


由 于 位 称 边 界 条 件 不 能 用 应 力 表 出 ， 讨 应 力 解法 只 适用 于 给 出 第 一 类 边界 菜 全 的 边 值 由 
题 。 四 

二 ， 位 移 解法 。 取 位 移 为 基本 未 知 基 时 ， 我 们 先 利用 本 构 方 程 53'5)? 将 运动 方程 由 的 庆 
力 用 应 变 家 示 ， 上 再 将 所 得 方 程 的 垃 变 用 位 移 表 未， 这 样 就 得 三 个 位 移 分 量 # 的 控制 方 徐 ， 穆 
为 Navier 方程 


2 
Hit C+ pnt pfi= pt, (3:210) 


写成 矢量 形式 为 


uy2u+t+(tAt+ ngraddivu+ pf= p i (C321b ) 
当 用 位 移 解 法 时 , 面 力 边界 条 忻 中 的 应 力 分 量 也 应 相应 地 用 位 称 分 朋 表 水, 出 式 (3:2*10) 
及 式 《 36) 可 得 用 位 移 分 量 表示 的 面 力 边界 笨 件 : 


Ti= Aensn et (+ als Jo ( 3°22) 
了 1 


解 出 基本 未 知 量 后 ， 不 难 再 求 出 余下 的 未 知县 。 

V。 波动 方程 

从 (3 2 ) 出 发 ， 我 们 将 推出 在 无 限 大 各 向 同性 介质 中 存在 两 种 类 型 的 弹性 波 ， 膨 胀 波 
《 体 变 波 }》 和 甬 苇 波 ( 畸变 波 》。 

忽 虞 体力 ， 方 程 《 3'21) 简化 为 : 


2 _ Ou! : 
HY 4 + (4+ A = PR (《3*23 ) 


式 中 8=a4s 为 体积 应 变 。 上 式 对 %, 求 导 得 


“ran v0 po {3.249 7 
2 
或 TO = 去 -让 (3.240 


此 为 脱 胀 波 的 波动 上 方程 ， 它 在 介质 中 的 传播 速度 为 ce 


c= 一 《3,25) 
将 式 《 3.33 ) 对 x* 求 时， 并 有 乘 以 ee: 得 


3 
Hv iCepaittisrg) 十 “14 十 Leper ig = pi (Soottie) 


因 ej .关于 g 、 为 反对 称 ， 币 由 1s 关于 9g 、i 为 对 称 ， 故 上 式 左 边 第 二 项 为 零 。 
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再 注意 到 -evaiuro= 吕 ,为 相对 于 z 辅 之 旋转 ， 


:个 -2 
HV 0 ar 
或 Vi = 1 Fs 
CC or? 


此 为 旋转 的 波动 方程 ， 其 在 介质 中 的 传播 速度 cz 为 
如 果 体 膨胀 8 = 0 ， 则 方程 《3"23 ) 变 为 


WT? = po 
因此 ， 等 体积 波 是 以 波 速 cr 传 播 。 


如 果 旋 转 欠 ;为 零 ， 则 位 移 有 势 w， 且 


Wi 二 ap 
OW; 


== Yip 
代入 式 (3-23) 得 


{+ 2872 = DB 


Af? 
即 无 旋 波 是 以 波 速 cz 传播 。 


于 是 人 =e 9 


By 人 mp 
3 如 8 网 “Bi 二 2 BEs gn 
BW Ou Pu_ Fo 
OY? E72” x? BE ” 


且 由 于 位 移 对 y 了 ，z 的 仿 导 数 为 零 、 改 有 : 


= 3 
将 上 列 各 式 代 人 式 (3".23 ) 得 


(A+ LAN = po" 
DCE20 = gor 
PCW = Wy” 
驴 中 二 、of、 凤 为 #、 了 和 区 对 的 二 阶 导 数 ， 


由 式 C3'31) 可 见 ， 只 有 丙种 非 等 解 
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则 上 式 写 为 


可 以 证 明 ， 在 各 向 同性 无 限 弹性 介质 中 只 存在 两 种 波 速 。 为 此 研究 平行 于 x 轴 传 播 的 波 
《 这 并 不 类 一 般 性 》。 令 c 为 其 波 速 ， 则 位 移 4 、v 、ww 都 是 单一 变数 6=*~ct 的 函数 ， 


《3.26 》 


( 3+27 ) 


C 3.28 ) 


C3.29) 


CC 3.30) 


(CC 3.31) 


(1) Ce = orf wr 0 { 3:32) 


一 一 一 一 -一 一 


《2 ) -人 -or 和 风 =1 (3.33 ) 
《 3"32 ) 所 表示 的 为 纵波 ,这 时 = w= 0， 质点 只 有 沿 波 传 播 方 向 的 运动 ， 它 使 介质 产生 
醇 密 变化 《 图 6*24 ) ， 其 波 速 为 cz。 
《3"33) 式 表示 的 是 杭 
波 ， 这 有 时 4 = 0 ， 质 点 只 
ET 
动 ， 使 介质 产生 勇 切 变形 
(图 6:26)， 其 流速 为 
7。 (a) 雏 流 (b) 横流 

易 证 明 纵波 为 无 旋 图 6.2 两 种 波 
波 ， 其 旋转 为 零 ， 而 横 波 为 等 体积 波 。 

顺便 提 一 下 ， 在 各 向 异性 的 无 限 介 颖 中 ， 对 于 给 定 的 传播 方向 ， 存 在 三 个 波 速 ， 与 每 个 
波 速 对 应 的 位 移 矢 量 是 互相 垂直 的 ， 但 各 以 不 同 的 速度 传播 。… 般 情况 下 ， 这 些 波 不 是 纯 级 
波 或 纯 横 波 。 只 在 一 些 特定 方向 上 才 可 能 出 现 一 种 为 纯 纵波 ， 另 两 种 为 纯 横 波 [54]。 


86.4 能 量 极 值 原理 


IT 。 势 能 极 值 原理 


在 弹性 静 力 学 问题 中 ， 弹 性 体 的 一 个 重要 特性 是 ， 在 外 载 作 用 下 ， 其 真实 的 变形 状态 使 
得 弹性 体 的 能 量具 有 极 值 。 

设 在 体力 和 面 力作 用 下 ， 弹 性 体 处 于 平衡 状态 、 我 们 假设 它 相 对 于 自然 状态 的 位 移 和 变 
形 均 很 小 。 弹 性 体 的 表面 * 可 分 为 两 部 分 ，5= Se + io 
在 ss 上 规定 面 力 


T= gh, (在 sor 上) C4:10) 


在 5 上 规定 位 移 
w= 《在 s。 上 》 C4"16) 
上 面 ， 姑 和 也 ,为 边 轩 上 点 的 已 知 函 数 。 

设 已 、ey 和 cb 为 相应 于 物体 真实 变形 状态 ， 也 即 满足 平衡、 变形 连续 和 边界 条 件 的 位 
移 、 应 变 和 应 力 。 取 一 与 相 邻 近 的 位 移 状态 (ui + 641)， 它 满足 边界 上 的 位 移 约束 条 件 ， 
即 在 s. 上 ja = 0。 在 sa。 上， 6w; 是 任意 的 。 这 种 满足 位 移 约束 条 件 的 无 限 小 位 移 3u: 称 之 
为 虚 位 移 或 位 移 变 分 。 此 6u; 是 则 什么 原因 引起 是 无 关 紧 要 的 ， 幅 于 它 足 够 小 ， 可 认为 它 不 
影响 外 力 的 作用 ， 但 使 弹性 体 的 平衡 受到 破坏 。 
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ep eh PE rr Pr ere A 


计算 在 此 虚 位 移 下 ， 体 力 和 面 力 所 作 的 庆功 人 ToraudF+ 人 ands (Ca) 
利用 Gauss 定理 ， 土 趟 面积 分 可 化 为 体积 分 
| Tuids = [omduds= | .esanooaz 


= | 00mdy + | ovenndr [i 3 
利用 应 力 的 对 称 性 ， 土 式 右 边 第 二 个 积分 成 为 
| rsausdz = ol cow, +t uy = |,oudeudy Ce 了 


将 (5 ) 代 人 (a )， 并 考虑 到 平衡 方程 ( 3, 押 )， 得 

[pf oudv + | Trouds= {068dy (4.2) 
这 里 已 经 用 了 s。 上 gui = 0 的 条 件 。( 4.2 ) 式 表述 了 连续 体 的 虚 功 原理 ， 即 平衡 状态 下 ，， 
弹性 体 上 内 力 和 外 力 衣 荔 之 和 等 于 零 ， 这 里 内 力 庶 功 为 “| .cueua。 


若 存在 应 变 能 函数 所 = 扩 (es)， 使 得 r=- 名 ， 则 《52) 式 右边 化 为 


{osdy - | 3 esdy = | .7dP= 6| way = 6U (4,3) 


这 里 0 为 总 应 变 能 ，U = | VdV， 
注意 到 庶 位 移 5 并 不 影响 外 为 的 作用 ， 则 式 《 42) 右边 的 6 可 提 到 积分 号 和 外。 由 此 得 
a {pf umay +|, Truds ]- 引 ar 


或 3[| ,war -| ,pfmay -| Tuids ]= 0 (4.40) 


称 -| pf mas -| Tmds 
为 外 力 势 能， 而 
p=| wdy -|,pfudy - | Tuads 
为 弹性 体 总 势能 ， 则 由 《和 do ) 得 
SP= 0 C dd ) 
C4: 四 式 表 述 了 弹性 体 的 势能 概 值 原理 ， 在 所 有 满足 边界 约束 短 件 的 位 移 中 ， 真 实 的 位 
移 ， 即 洲 是 平衡 方程 的 位 移 ， 使 得 系统 的 势能 取得 驻 值 ， 在 几何 线性 情况 下 ， 势 能 取得 极 
位 ， 且 为 极 小 值 。 为 还 明 这 点 ， 我 们 党 利用 线 弹 性 体 应 变 能 函数 正定 性 质 。 
比较 真实 位 移 由 的 劳 能 已 和 邻近 位 移 状态 (+ 64,) 下 的 势能 ， 这 里 人 为 得 位 称 。 


PpP*-pP = [Cees + de1) —W (es)IdV -| ,pfudy 
-| Tidmds C4'5) 
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将 也 CEL + 6e;1) 展 成 颇 级 数 


a 3 

We te) =W (en) + Bbeii+ 1 了 Beran + ee C416) 

将 此 代 大 《4.5 )， 并 注意 到 《4:2 ) ， 即 有 
7 万 一 1 OH ， 

P -PP=| 了 -多 Sendendy (4.7 ) 
亿 及 式 (《5;2.5 7 我 们 有 

1 a 

2 Be Sein = iideisden 二 Wde,;) 守 0 《 4*8 > 
等 号 只 在 Be,; 全 为 零下 成 立 ， 由 此 得 

PpP’*-Px0 C4'9) 


这 就 下 明了 线 弹 福 休 的 势能 极 小 值 原理 ， 势 能 极 小 值 原理 反映 了 真实 位 移 必 须 满足 平衡 条 件 
的 要 求 。 洲 森 一 组 位 移 函 数 4, 满 是 了 历 能 极 值 原理 ， 也 即 满足 平 借 条 件 。 这 说 明 从 势能 极 值 
原理 可 以 推出 平衡 方程， 现 证 明 如 下 。 


注意 到 . 
| 4 deudy =-1 | Gin + Od = | Gu, dd 
pp Be,; 1 2 Fy 1 [下 了 一 po ry 
三 -| oundudy + | Ciihidnds 
p 3 
- -| .openars foimduds 
a | J 
| -人 a Se dy- _ _ 
出 由 6p [| Be bed Pf du. ay ss duds 0 
即 得 ~ [ou + pf Yu dr + 《ii 一 人 Guids = 


由 于 变 分 6ui 的 任意 性 ， 即 得 
oi + pfi= 0 《在 六 内》 
此 即 平衡 方程 ， 及 
在 s+ 上， oi = 了 i《 面 力 边界 条 件 》. 
Ti。 余 能 极 值 原理 
上 面 讨论 了 真实 位 移 汉 足 的 极 值 原理 ， 现 问 真实 应 力 是 否 也 满足 某 一 极 秆 原理 ? 
设 物 体 在 体力 凡 及 表面 力作 用 下 处 于 平衡, 在 玫 面 ss 上 给 定 面 力 71, 在 其 余 表面 5。 上 给 
定位 移 而 。 令 0;; 表 真实 的 应 力 场 ， 它 满足 平衡 方程 种 面 力 边界 条 件 ， 
ips TAOf:= 0 《在 内 )《 见 前 3' 季 式 ) 
gum=T; 《在 so 上) ( 见 前 4+:10 式 》 
此 外 ， 真 实 的 应 力 还 应 满足 变形 连续 条件， 即 与 此 真实 应 力 对 应 的 真实 应 变 应 保证 变形 
体 在 变形 后 仍 是 连续 的 而 不 致 有 裂 开 或 重奏 发 生 。 
考虑 与 真实 应 力 邻近 的 另 一 应 力 状 态 ，(cr + S911), 它 也 满足 平衡 条 件 和 5。 上 的 面 力 边 
1 


人 这 里 6o,y 是 应 力 的 变 分 ， 显 然 它 满足 无 体力 的 平 奖 条件 及 在 Se 上 无 面 力 的 边界 条 


GTi11,;= 0 《在 入 内 ) 《4*10 7 
(6 = 0 (在 so 上 ) : 《4*11 ) 
而 在 s。 上 601; 是 任意 的 ， 且 有 关系 
(B01 )n; = 6T (在 s, 上 ) C4'12» 
与 前 面相 友 ， 考 虚 余 虚 功 
[suaTids 


利用 Gauss 定理 ， 并 注意 到 式 (4:11 ) 、《 4.:12 ) 和 《 4.10 ) 我 们 有 
| wT ds = | wTids = | cacpymuds 


=| (udoy qr =| woudy + | HG0 nd 
p 区 v 


=| HT i 三 | edoidV 
FV F 


由 此 得 
| ,esdrudr -|s mrids= 0 (4.13) 
此 式 称 为 余 威 功 原 理 。 
现 设 应 变 61; 是 有 势 的 ， 即 存在 余 应 变 能 函 表 到 ,= 下 -ci 它 为 应 力 分 量 的 畏 数 ， 使 
得 应 变 分 量 等 于 丈 。 对 应 力 分 量 的 偏 导数 
Eij = 于 C4:14) 
则 | edoudy Ed BU 《4.15 》 


由 于 5, 上 不 改变 而 等 于 给 定 值 &; ,于 是 式 (4:13 ) 可 写成 
8| Wdv - | WTids= 0 


或 SP.=0 C4:16) 
这 里 p=-{ war -| wiTids 《4*17 ) 
称 为 系统 之 总 余 能 。 


式 《 4+16 ) 表述 了 余 能 极 值 原理 ; 所 有 满足 平衡 条 件 的 应 力 状 态 中 ， 真 实 的 应 为 状态 使 
得 系统 的 总 余 能 大 到 驻 值 ， 在 小 变形 线 弹 性 体 情况 ， 则 为 极 值 ， 且 可 证 明 此 极 值 为 极 小 值 ， 


因此 也 称 余 能 极 小 原理 。 
由 于 真实 的 应 力 状态 与 邻近 满足 平衡 条 件 的 非 真 实 应 力 状态 的 差别 在 于 前 者 满足 变形 连 


续 条 件 ， 而 后 者 不 满足 ， 可 见 余 能 极 小 原理 实际 上 反映 了 变形 连续 条 件 。 事 实 上 ， 从 休 能 极 


值 原理 可 以 推出 变形 连续 条 件 〈 或 称 相 容 条 件 ) 。 这 里 不 再 述 及 。 
为 了 弄 清 应 变 能 和 余 能 、 功 和 余 功 的 区 别 和 联系 ， 我 们 以 单 向 拉 伸 为 例 来 加 以 说 明 ， 见 
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一 


(图 6*3(9) 和 (5))。 则 功 4 由 (a ) 图 曲线 下 面积 0ABO 表示 ,而 休 功 A 由 曲线 上 面积 OACO 
表示 。 同 样 地 ， 单 位 体积 之 应 变 能 矿 由 (4 ) 图 曲线 下 面积 0.4B8QO 表 示 ， 而 余 能 矿 。 由 曲线 上 
面积 OACO 表 示 。 两 者 之 和 为 矩形 面 吕 ACO。 因 此 两 者 的 甘 系 为 


J 


(a) (tb) 
加 8:3 余 应 变 能 和 应 变 能 的 关系 
A+ A.= hy 


因此 相对 于 pu 和 oe 来 说 ， 功 和 余 功 ， 能 和 余 能 是 互补 的 。 


§ 6.5 Hamilton 原理 及 其 在 建立 梁 的 振动 方程 中 的 应 用 [27] 


本 节 讨 论 弹性 动力 学 问题 中 的 能 量 航 值 原理 。 设 位 移 很 小 ， 因此 质量 加 速度 .可 由 名 
给 出 。 运 动 方程 为: 


oO 《5*1 7 
设 8u; 为 相对 于 真实 位 移 # 的 偏离 ， 即 位 移 变 分 ， 它 满足 s, 上 的 位 移 边界 条 件 ， 即 
Sui= 0 《在 s。 上》 {5.2) 


政 面 为 7: 和 体力 fi; 在 虞 位 称 上 之 虚 功 为 

| epanaz 4、 元 swds 
考虑 (5.1 ) 式 ， 并 作 同 推导 静 力 学 虚 功 原理 ( 4'2 ) 式 时 相似 的 变换 ， 并 注意 到 运动 方程 
(5*1) 式 ， 可 得 


fidess :dF = j,( 


潜 存 在 应 变 能 防 数 矿 ， 则 上 式 可 写 为 ， 


9 ) sudy + |。 Buds ( 513) 
93 


dd a 


sf ,war ={, (or- pp 上 ) and + |。 TGuds (5.47 


式 中 9u; 是 时 间 上 和 质点 坐标 局 的 函数 。 上 式 在 任意 两 及 时 #0 和 + 之 间 积 分 ， 得 


+ tl ti 
| | swavat =| dt| pfauaF + | at| Tbuids 
to V 加 Li ts So 


了 了 十 p Dou dy C5.5) 


将 上 式 最 后 一 项 以 了 表示 ， 时政 亚 各 分 次 库 并 用 分 部 积分 可 得 
了 二 


加 一 
Oui du DO: 
Jo 名 名 | dy - jr oe 总 254 di ( 5:6) 
0 


Jr p Guidt 


这 里 ， 因 是 小 位 移 ， 避 视 不 随时 间 变 化 。 再 给 时 蓝 训 和 所 时 之 变 分 以 这 样 的 限制 ， 即 在 
物体 的 各 点 上 有 
Su (to y= du,(t)=0 《在 VV 上) C5*7) 


人 加 和 所 时 刻 与 真实 运动 一 致 。 由 《5'7)， 则 (5*67 成 为 


1 


有 
_ 1 Ou , Ou: gvat 
F 1 2 ) 
恬 


t 
- -| SK dt (5'8) 


， .1 Ou Au; = 时 
这 里 K=#|, Sd C59) 


为 运动 物体 的 动能 ， 因 此 , . 在 式 ( 5*7) 的 假设 所， 式 《 55) 成 为 


| BU Kdt= f rate 人 人 Tea (5.10 
这 里 jar 《5*11 ) 
为 物体 的 总 应 变 能 。 
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著作 用 于 物体 的 外 力 能 使得 《5*10) 式 右 边 成 为 载 符 势能 .4 的 变 分 ， 即 
fpf dmar + ,Touds= _84 (5:12) 


例如 外 力 f, 和 Ti 与 位 移 无 关 的 情况 ， 则 ( 510 ) 式 可 写 为 
3] -xd 3) 
比 即 Hamilton 原理 。 式 中 的 接 积 国 数 称 为 Lagrange 泉 数 ， 以 过 表 之 

LeaU-K+A (C5114) 
而 积分 n=] -Kt C5°15) 


则 称 为 Hamilton 作用 量 。 . 

这 里 ，Hamilton 原理 可 表述 为 ， 在 满足 (C5:2) 和 《5*7) 式 的 运动 系 上 所 有 可 能 的 运 
动 中 ， 实 实 的 运动 使 得 Hamilton 作用 量 达 驻 值 ， 由 于 Hamilton 原理 中 的 作用 量 不 是 正 
定 的 ， 对 真实 的 运动 一 般 失 取 蛙 值 而 不 取 报 小 值 。 

现 举例 说 时 Hamilton 原理 在 推导 弹性 动力 学 控制 方程 中 的 应 用 。 

落 虚 一 个 梁 的 振动 (图 6.4?。 设 振动 发 生 在 包含 截面 形 心 主 惯 轴 的 纵向 平面 内 ， 以 y 表 
示 梁 轴 上 的 点 的 嵌 度 。 对 小 模 度 ， 并 忽略 剪 切 变形 的 影 呈 ， 我 们 有 


= 1 El (3 )ax 《5'16 ) 
潜 的 动能 包括 单元 平 动 动能 和 转动 动能 西部 分 ， 其 平 动 动能 为 
1 1 
Jr( 如) 
式 中 坟 为 深 单 位 长 度 之 质量 。 令 1 为 单位 梁 长 相对 于 其 惯性 轴 之 转动 惯量 
= | yqd 
如 


从 下 A 为 梁 之 模 堆 面积，7 为 梁 材 料 之 比重 ， 了 y 为 横 蕉 面 上 之 点 与 埠 面 中 性 轴 问 之 距离 ， 则 
染 转 动 部 分 之 动能 为 


3) 以 A ) ax 
式 中 六 y/ 8x8t 为 转动 角速度 ， 则 深 之 总 动能 为 
Km( 他) dx+ 3 (2 ) C5°17) 


外 载 的 势能 为 
4 -aepyxodz-a( 合 ) (各 


+ Qi¥1 一 Go 《5*18 >》 


- -一 一 一 -一 LETUcre imini 


由 Hamilton 原理 (5*13 ) 式 我 们 得 
ti 
sf 
0 
-3 ( 2 )- 5 二 
ee) 


图 6.4 Hamiiton 原理 对 粱 的 应 用 


-Qoyo dt 0 《5*19G ) 
在 加 和 站 目 时 有 
Gy= 0， BOy) /ax = (Oy/AX)= 0 { 5"196) 
由 式 (5'190) 的 变 分 运算 得 
+t, 
(ETEY ,Oy _ may., .90y 
| (f(z7 Bx7 Baxi a a 
0 


MM (六) 


+ Oy! 一 Qu6ysjdt= 0 
对 上 式 进 行 分 部 积分 并 注意 到 (5*195} 式 得 


[ 下 [ 疡 (7 二 这 tm -asal! 9- px) joydxdt 
i 
狼人 )] li 


i 
了 扑 运 (27 ?3)- 六 7 六 -9jsr aro ( 5:20 ) 


由 于 变 分 的 任意 性 ， 则 得 漆 的 运动 方程 


Ea Oy Oy_ 3 。 

Br 7. 让 六) = Pl%, #) C5°21) 
和 梁 问 之 边界 条 件 

E15¥=M 或 56(- 公 )=。 (5.226 ) 
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及 2 (EI dy ) - 【7 ,六 ) = Q@ 或 6y=0 (5:225 ) 


这 些 梁 的 运动 控制 方程 得 含 了 转动 惯性 的 影响 为 Lord Rayleigh 所 得 到 ， 故 称 之 为 Rayleigh 
方程 。 若 忽略 转动 惯性 之 影响 (5 当 诈 长 比 法 的 槛 窟 尺寸 大 得 多 时 ) ， 且 梁 为 等 孝 面 风 质 深 ， 
则 上 述 控 制 方程 C5.21 ) 可 简化 为 


人 {5+*23 ) 


6r1] 试 指出 ， 著 VIFi= 0 ， 风 位移 旺 = (4+2)Fi,jj/E(A4+ 4) 一 FjsiidH 能 满足 无 体 
力 的 Navier-Cauchy 方程 Hii 二 (AT HW: 二 0。 

6'2 试 证 ， 若 由 和 如, 满足 泪 动 方程 V 四 = pB/C4+24)， V4= ppr/ 4， 风 位 移 Wi= 内 
+ eii 满足 无 体力 的 Navier 方程 Ai 二 (A++ Wii= puo 

6-3 试 推导 平面 应 力 问 题 的 Navier-Cauchy 方程 pV + (34+ Ba) gapaf (4+ 4) 
+ pfs= 0 (Ca, B=1, 2) 


6:4 平衡 条 件 下 的 Navier 方程 可 写成 Biyjj 十 一 一 tjyii + pfi= 0， 但 此 对 不 可 压 


1— C3y 
彤 情况 ({ = 了 ， 巨 = 34 ) 为 不 定 的 。 利 用 平 光 方程 ， 试 指出 此 情况 下 方程 可 写 坟 
H+ B33+ pli:=0 C 他 » 
式 中 日 =aps。 于 是 问题 归结 为 由 三 个 方程 (a ] 及 不 可 压缩 条 忻 Wi,i= 0 求解 4 个 未 知 量 wi 和 
, 
提示 ; 册 285 ii 二 吉 0 可 日" 用 平 痪 方程 45+ pf = 即 可 得 


Cg} 式 。 
6.5 车 体力 有 势 ， 即 pf; = 由 ,'， 试 证 平面 应 力 和 平面 应 变 下 的 相 容 方程 可 分 别 写 为 
2 ;2 ba 
Vgas= (1+2) VY 和 Vs = Ty 风 ， 式 中 0oa = 0+ Oy WV = pr + Br? 
6.6 证 明 Neumann 定 理 ， 下列 方程 组 的 解 #,(x，t) 是 唯一 的 
2 一 Gad 二 ~ 1 
(ee) +F 0 xEV, i>0 @ 
Wi = it, 1) XE Su It 人 2 
OF ,= gx, +) XE so fi 0 名 
Oe,j 
ts = CX), ,= CX), t= 0, XEV+Sy+s, 地 
€ij= 了 CHisj + Wisi) 加 
2 
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式 中 ，F;《 单位 体积 之 体力 ) ，fi，9is 和 ， 届 为 已 知 务 数 ， 而 到 (eg.)) 为 正定 务 数 。 
浊 示 ， 设 有 两 种 解 避 和 uw ， 风 将 两 种 解 之 兰 Wi= 坟 一 wu 人 满足 的 平 病 方程 乘 O， 并 在 


内 和 (0 人 问 积 分 ， 注 意 到 动能 为 正定 的 ， 即 可 求 得 。 

6*7 试 证 ， 在 油 松 比 v = 0 及 体力 方 =0 下 ， 取 应 力 解 of 三 ssij《 为 标量 男 数 》， 则 
ws=cosnt 的 解 可 满足 平衡 和 相 容 条 忻 。 

旨 示 ， 平 奖 方 程 为 01j,;+ pf; 一 如 ， 相 容 方 程 在 w=0 下 为 gijpah Ohkyi7 王 ihyjh jhriko 

6.8 ”对 球 对 称 问 题 ， 可 取 位 移 甸 数 Wi = g(r )%,， 试 由 无 体力 的 Navier 方 程 LWV ;十 (4 
+ HO = 0(0= enn) 求 解 p( 7)。 

6.9 设 载 符 与 p 方 向 之 位 移 ## 之 关系 为 刀 =CP'， 求 功 上 和 人 银 功 A.。 

6.10 试 证 线 弹 性 体 在 表面 力 了 ,和 体力 户 作 用 下 的 体积 改变 A 产 等 于 


Ar=| sd = LY [rr + {pfmay ] 


式 中 ， 有 = Ehho pix) 

6:11 受 拉 的 弹性 性 在 (01 ，0) 和 (7 ，0) 端 男 0100 
定 ， 受 到 单位 长 度 集 度 为 Cx) 的 分 布 横 向 载荷 。 设 横 
向 找 度 很 小 ， 医 此 由 挠 娄 引 起 的 张力 本 的 变化 可 忽略 
不 计 。 试 用 最 小 势能 原理 推导 静 平 衡 时 弦 之 挠 晶 线 微 y 
分 方程 。 题 6.11 图 ”弹性 弦 


i [ 
提示 : 总 势 能 已 = D =| p(x)ydx 两 U=Te， 共 中 。 为 长 的 信 长 ，。 = | (ds -qx) 


lili dy 六 时 漆 ( /2 
= 了 | Yd (= 52 ) ， 这 里 设 (y Ja 人 1。 


6*12 在 xy 坐 轩 而 内 有 一 周 这 固定 的 薄膜 受到 各 疝 均 匀 的 张力 全 的 拉 紧 。 腾 面 受到 法 向 
分 布 载 区 p(x，y)( 力 /面积 ) 的 作用 挠 曲 ， 设 横向 挽 度 很 小 ， 因 此 由 挠 昌 引 起 膜 之 张力 的 
改变 可 乱 略 不 计 。 读 用 最 小 势能 原理 推导 斤 曲 而 了 VCx，y) 的 微分 方程 。 

提示 ， 应变 能 口 = 了 TAs， 式 中 As 为 膜 的 面积 载 晤 


As= {eds -dxdy)= 人 (VPR 1 -1 aady= 二 | 3) 


dxdy, 式 中 WV = 8 了 /ax 证 ,= ON /dy。 
6.13 试 找 最 小 势能 原理 推导 图 示 梁 之 平衡 方程 和 这 界 条 件 。 设 召 瑞 弹 著 的 刚度 系数 为 民 


q(x) 


题 6-13 图 梁 受 横向 载荷 题 6.14 图 ” 杆 受 轴 向 载 荣 
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( 反 办 RR=kRy)。 

6*14 利用 最 小 势能 原理 求 图 未 两 端 葡 支 杆 
受 两 个 轴 力 Di 和 ps 作用 下 的 平衡 微分 记 程 。 

6:15 试镜 用 Hamilten 原理 推导 村 纵向 振 
动 的 微分 方程 和 和 这 界 条 件 ， 设 杆 受 到 沿 杆 轴 线 作 
用 的 分 布 载荷 Ex 日 《 力 / 长 诬 )》， 标 之 模 截 面 
积 为 AC % )， 单 位 长 度 之 质量 为 EX) 村 输 线 题 6-15 图 杆 受 变动 载荷 
上 任 一 点 的 加 向 位 移 以 4%) 表 之 , 见 C6"15 图 ) 。 
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一 一 一 一 一 一 一 一 - 


第 七 章 有限 变形 下 的 运动 方程 和 功 
率 方程 、 超 弹性 材料 


在 $ 4+2 中 我 们 已 经 得 辆 Euler 描述 的 局 部 形式 的 运动 方程 和 平衡 方程 ， 这 些 方 程 木 论述 
续 体 蛮 形 的 夫 小 都 是 一 样 的 。 但 在 Lagrange 措 述 中 ， 无 限 小 变形 租 有 限 变 形 下 的 方程 却 有 实 
上 质 性 的 差别 ,在 无 限 小 位 移 的 情况 下 ,忽略 变形 对 微 单元 体 各 微 面 及 其 应 力 的 大 小 和 方向 的 影 
了 啊 ， 在 列 出 油 体 平衡 和 运动 方程 时 ， 认 为 在 瞬时 构 形 和 参考 鬼 形 中 ， 它 们 没有 区 别 。 时 此 ， 
只 要 在 Euler 描 述 的 运动 方程 中 ， 将 世代 以 忒 ， 即 可 得 到 Lagrange 描 逊 的 运动 方程 ， 此 时 运 
动 方程 为 线性 的 。 

在 有 限 变形 下 ， 变 形 后 单元 体 微 面 的 大 小 、 方 向 都 发 生 不 能 忽略 的 改变 ， 不 能 再 忽视 微 
单元 体 的 变形 和 转动 对 妨 的 投影 的 影响 ， 因 此 在 参考 构 形 《Lagranges 华 标 ) 中 建立 起 来 的 送 
动 方程 同 在 变形 构 形 中 《Euler 化 标 ) 建立 的 运动 方程 ， 形 式 上 将 大 不 相同 。 显然 前 者 要 复 
杂 得 多 ， 但 孝 把 问题 的 几何 非 线 性 性 质 揭示 出 来 了 。 在 运动 掌中 我 们 已 经 看 到 Largrange 措 
述 比 Euler 描 述 简 单 ， 由 于 本 构 英 系 必须 在 闻 一 构 形 中 建立 ， 因 市 在 采用 Lagrange 描 述 时 ， 

Euler 应 力也 应 以 某 一 确定 的 规则 转换 划 参 考 构 形 中 去 ， 从 而 引入 了 第 一 和 第 二 类 Piola . 
”长 irehhoff 应 力 张 量 。 在 转换 中 虽 然 规则 的 确定 带 有 人 为 性 ， 但 除了 数学 上 相 容 的 要 求 以 
外 ， 定 多 的 应 力 及 其 共 二 应 变 所 对 应 的 变形 功 或 功率 应 与 实际 吻合 ， 这 一 点 是 必须 强调 的 。 
下 面 我 们 将 着 到 ， 在 动力 学 问题 中 ，Lagrange 描 述 要 比 Euler 描 述 复杂 。 

本 意 和 将 讨论 有 限 变形 下 Lagrange 描述 的 运动 方程 和 功率 方程 ， 讲 述 非 线性 场 论 中 的 有 
限 元 要 六 并 介绍 超 弹 性 材料 的 概念 。 


§7，1 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 


如 上 所 述 当 在 参考 初始 构 形 中 走 建 立 运 动 和 平衡 方程 时 ， 世 需要 参照 初始 构 形 去 确定 应 
力 。 在 初始 构 形 中 定义 与 姐 时 构 形 中 Euler 应 力 0;; 相对 应 的 应 力 张 量 是 入 为 设想 的 ， 但 在 数 
学 上 必须 相 容 。 

设 ds 为 瞬时 变形 构 形 中 的 面 元 ， 其 分 最 为 ds, = nds， 该 面 元 上 的 耐力 dF， 其 分 莉 为 

dFi= Tds = omds = ods; 【1.1y》 

这 里 5:; 为 Euler 应 力 张 其 。 


在 初始 构 形 中 ， 该 面 元 为 ds ， 其 分 量 dsy = Was ， 我 们 在 初始 构 形 中 定义 如 下 的 应 
力 张 量 7yr 


dF= Tids = ToNads =Tadsa C12) 
张 量 To, 称 为 Lagrange 应 力 张 县 ， 或 第 一 类 Piola-Kirehhof{ 应 为 张 量 。 在 这 种 定义 中 ,我 们 是 
把 ds 上 的 面 为 4F 不 改变 大 小 和 方向 地 直接 移 置 到 ds 上 (图 7'1a ) 。 由 《2:5,6 6 ) 我 们 有 
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a i Te 
re -ee 


ds = 7Xoidso 代 人 和 人 (1.1)， 并 比较 (11)7》 和 (1.2) 式 ， 即 得 Lagrange 应 力 张 量 同 
Euler 应 力 张 量 的 关系 

Ta Ao, 0 = Most ‘130) 
式 中 Tj = J Oi {1*36) 
称 为 Kirchhoff 应 力 。 由 (1.3 ) 式 可 见 ，Lagrange 应 力 张 量 是 不 对 称 的， 因此 难以 在 本 构 
方程 中 使 用 ( 因为 一 般 本 构 方 程 是 建立 应 力 与 应 变 间 的 关系 ， 而 应 变 张 量 是 对 称 的， 要 求 
相应 的 应 力 张 量 也 是 对 称 的 ) 。 为 克服 这 个 困难 ， 我 们 不 是 把 变形 构 形 面 元 上 的 力 dF 直接 


移 置 至 初始 构 形 的 面 元 4 $ 上 ， 而 是 令 其 受 如 同 dx 到 dX 的 相同 变换 ( 一 阶 逆 变换 ) ， 即 
ds 面 元 上 的 面 力 dFee ( 图 7. 1 ) 的 分 量 dF 5 由 下 式 得 到 


dF KY = XpsidF, C1:4) 
下 x , aF ~ 
dF 
， dF ， 
其 


1 (a) {by 


于 


国 7, 在 定 六 Piola 一 Kirchhoff 庶 力 时 ， 面 元 的 初始 位 置 
和 上 解 时 位 置 上 力 笑 量 的 对 诺 美 系 


然后 由 下 式 定 义 初始 构 形 中 的 新 的 应 力 张 量 

dF ?= Spaodso C1*5) 
此 应 力 张 量 称 为 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ,将 C11) 代 入 (C14)， 并 同 (C1.5) 比 
较 ， 得 


Sra= Ap, Na ioi {Ibo) 
或 Ss=JF-ig(F-!)7 {1:6b) 
由 上 式 可 见 ， 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 最 是 对 称 的 ， 比 起 不 对 称 的 Lagrange 应 力 张 量 
更 适合 于 本 构 方 程 中 使 用 。 

比较 (1.3 ) 和 《 16) 可 建立 初始 构 形 中 两 种 应 力 张 量 的 关系 

Spo= Rp iT or {1*7o) 
或 $=F-'Tz 《1.75 ) 
Cl:76)、(13) 和 (416G ) 各 式 对 7 了 oj， 265 解 出 ， 得 

Toi= wi pS po (1°8) 


和 
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ou 了 me7at 《1*9) 


= 了 和 pxry0Sza {1.10) 


其 中 = pup 
87+:2 Lagrange 描 述 的 运动 方程 


考 民 一 处 于 变形 状态 占有 体积 广 和 表面 积 * 的 连续 体 ， 其 初始 构 形 占有 体积 六 各 表面 
积 s 、 物 体 受 有 体力 和 面 力 。 在 Euler 找 述 中 ， 意 位 质量 的 体力 为 f.， 微 面积 ds 上 作用 的 面 
力 为 4F,= owsnjds。 而 在 Lagrange 描 述 中 ， 单 位 质量 的 体力 为 f,， 微 面积 上 的 面 力 为 dF;= 
Ty:Njd s ， 我 们 假定 ， 单 位 质量 的 体积 力 隔 变 形 无 关 ， 即 


f=f (2°1) 
Euler 描 述 的 运动 方程 已 如 34'2 所 述 ， 其 积分 形式 为 
JaF: + + | orar = | oo dy (2.2) 


现 将 其 转换 为 Lagrange 描 述 ， 利 用 《1.2)、《 2'1 ) 及 质量 守恒 ， 上 式 变 为 

上 rwvds | pof dr -| oa (2.3) 
将 面积 分 化 为 体积 分 ， 整 理 得 

Du; 一 

| 9 + pef. Ae ,= 0 
上 式 对 连续 体内 的 任 一 微小 部 分 也 成 立 ， 由 此 得 
Ji (2.4G) 
当 取 任 一 瞬时 之 构 形 为 参考 构 形 ， 此 构 形 之 体积 为 六 , ,密度 为 ce 质点 坐标 为 bi 相 应 的 
Lagrange 应 力 分 量 为 了 1; ， 旭 类 似 于 人 244 ) 得 


ag + prfi = pe (2.468) 
( 2.4 a ) 式 即 为 参考 构 形 中 用 Lagrange 横 述 的 运动 方程 。 静 力 平衡 方程 为 
2 1， 
古 ， +Arfi= 0 {2rd4c) 
将 式 《1.8 ) 式 代入 式 (2.40 )， 地 得 其 Kirchhiotf 应 力 张 量 表 法 的 运动 方 各 
(C25) 


ge Pdpr) + pul = po 
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将 变形 梯度 用 位 移 分 量 表 出 ， 得 


下 / Bw, ,Do ), 
[So Gp + 3 和) ] os/=al 万 | C2"6) 
车 将 位 称 梯 度 64,/3Xp 用 线性 化 应 变 分 量 e,z 和 线性 化 转动 分 量 名 ,sp 表示 ， 则 
3 = ee + Qi (2.70) 
式 中 
ez= 了 (+ 之 Oup (2.76b) 
Op=1 (a {2*70) 
则 式 C2"6》 en 
3h Srldpte PHADPII+tOf= po A (2:8 


和 
$7.3 虚 功 率 方程 、 非 线性 场 论 中 的 有 限 元 要 义 


非 线性 场 中 的 初 值 与 边 值 问题 ， 在 最 一 般 情 况 下 可 同时 包含 几何 非 线性 和 材料 非 线性 ， 
寻求 其 解析 解 是 困难 的 , 因 侧 通常 采用 有 限 元 法 和 差分 法 进行 数值 分 析 。 非 线性 场 中 有 限 元 的 
算法 用 能 是 锚 量 法 ， 即 把 加 载 步 躁 分 成 若干 步 ， 用 前 一 步 得 到 的 结果 去 求 下 一 次 增 量 加 载 的 
解答 。 这 样 做 既 可 以 由 于 步 长 小 而 满足 材料 非 线 性 增 量 型 本 构 方 种 的 竖 求 ( 例如 式 ( 6 :194) 

给 出 的 次 弹性 材料 的 本 构 方 程 》， 又 可 以 用 每 次 四 载 的 新 的 节点 坐标 等 十 前 次 坐标 加 位 移 值 
来 获得 的 办 法 以 基 虑 大 变形 对 于 力 效应 的 影响 。 研究 非 线性 场 论 中 有 限 元 的 关键 是 建立 其 控 
. 制 方程 。 从 几何 非 线性 的 角度 上 考虑 , 它 涉及 到 以 什么 作为 参考 构 形 的 问题 ， 上 让 此 导出 了 从 原 
始 构 形 出 发 的 Lazrange 描 述 注 和 瞬时 构 形 出 发 的 适时 Lagrange 描 述 靶 (CUpdated Lagrang- 
jan description ) ;人 队 材 料 非 线 手 角度 考虑 ， 关 键 是 如 何 保证 烤 树 本 构 关系 的 客观 性 原理 的 
洪 足 ， 对 适时 的 Lagrangc 描 述 法 ， 这 就 要 求 如 同 式 C 6:1+4) 和 《6:1'10 0 一样， 用 应 力 
的 Jaumann 率 来 建立 其 本 构 英 系 ， 这 就 产生 了 如 何 将 通常 的 标 称 应 力 的 增 量 与 对 应 于 
Jaumanan 率 的 应 力 载 量 联系 起 来 的 问题 ( 后 一 增 量 是 在 与 材料 国 连 的 坐标 系 中 定 浆 的， 因而 
是 旋转 不 变 的 ) 。 我 们 就 着 重 从 上 述 两 方 丰 来 讨论 这 些 问 题 ， 在 此 之 前 我 们 必须 建立 虚 劲 率 
方程 。 

我 们 仍 考虑 如 《图 2:2*3 ) 所 示 的 连续 介 斤 域 怠 ， 它 的 初始 构 形 坐标 为 半 1;, 任 一 时 刻 
r 的 构 形 坐标 为 上 i， 而 瞬时 构 形 坐标 为 %。 其 对 应 之 面积 、 体 积 和 密度 分 别 为 se V6， po 
PV， 同时 构 形 上 表面 力 ， 体 积 力 和 名作 力 在 这 场 0 上 所 人 
率 的 总 和 为 : 

op =| To0ds + | ofaoar |,p ( -3 De. ) oay (C3.10 ) 
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ne 


. 式 中 ， 刀 一 一 瞬时 构 形 上 单位 面积 的 耐力 分 量 ; 
站 一 一 单位 质量 之 体力 
车 以 + 时 刻 构 形 为 参考 构 形 ， 则 虚 功 率 之 总 和 可 写 为 


wy =, Ti5ojds， +| prfidysdy 
rr 
+ ps -De ) ) uiar (3.186) 


应 用 式 《1,2 ) 和 Gauss 定 理 将 上 式 的 通 积 分 化 为 府 积 分 ， 并 利用 式 《2r4658 ) 则 上 式 可 化 简 
ow =| T!, gidujds, + psf bysd V+ | ep: ( -PB ) dvidy, 


aT:, 
= | T2003) | gy | Bo 
= | .75 dr + |, a wid e+ | prfrsoidr， 


+ | e -ys + ) dvidy, 


一 | TI dy (32) 
震 将 技 性 力 并 人 体力 并 引入 记号 
Fi= fi— TE (3.3) 


将 式 (3*2) 的 结果 代 人 人 式 《 3'16 ) 的 左边 ， 并 应 用 上 述 记 号 ， 我 们 有 ， 


了 DU; _ , _ ， 站 
{756 (wr)ar,=|. Tow ds + |, prFidvdy. (3°4) 


出 干 虚 速度 场 在 不 破坏 位 移 约束 委 件 下 可 任意 选取 ， 因 而 原则 上 可 将 + + Zt 瞬时 虚 速度 场 
到 得 与 + 解 时 一 样 ， 荐 仍 以 + 时 刻 构 形 为 参考 构 形 ， 则 我 们 得 到 
| (75 +AT5) 48 (War 


=|, (73 AT’)avids. + J P(r+ AFs)VidV (3.5) 
式 (3'5 与 (3'4 ) 相 减 后 除 以 Ab 并 取 极 限 Atr 40， 则 可 得 到 : 

| 756( Wy ) dr 

-=| Fido)ds, +{, prF dudV. (3,6) 
式 《 3'4) 一 (3.6) 是 不 同形 式 的 虚 功 率 方程 ， 洲 在 式 ( 3'5 ) 的 两 边 同 乘 dj 则 得 到 

本 | TD + AT )6( -全 和 )dP， 

=[ (T+ ATT)at udse + {pr FI+ AFI)(As dV. C317) 
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式 中 一 一 相对 于 参考 构 形 导出 的 :时 齐 的 非 对 称 应 力 (在 "为 淮 时 即 为 Lagrange 应 力 )， 
上 上 全 站 内 位 移 分 量 的 增 量 ; 
了 Tj 一 一 在 rt 时刻 构 形 上 写 出 的 每 单位 面积 的 标 称 表面 力 分 量 ， 


下 :一 一 包含 惯性 力 在 内 的 单位 质量 体 为 。 
式 (3'4) 一 《3.7 ) 是 相对 于 任意 中 间 构 形 仙 写 出 的 ， 下 面 我 们 讨论 两 种 特殊 情形 
CY 了 ) 车 让 7 = 0， 则 ;= 半 ， 则 从 式 (3+7 ) 和 将 在 下 一 节 中 得 到 的 式 (4*4c ), 得 
到 了 以 初 畏 构 形 为 参考 状 玉 的 Lagrange 描 述 
CFAT5 (2) or 


= | (Sr + ASINGAE dr, 


= [Ts + ATIY SC Aurjdso + 人 pF1+AFINSAuN Ad, (3°8) 


式 中 Sj 一 第 二 类 Piola 一 Kirchhoff 应 力 张 量 ， 
AB) Green 应 变 张 量 的 增 基 ， 
7 一 一 单位 初始 表面 上 的 标 称 表面 力 分 量 。 
(iD 车 让 = 了 ， 则 广 =%， 我 们 得 到 了 以 时 刻 上 的 构 形 为 参考 构 形 的 适时 Lagrange 描述 
或 称 Euler 描 述 ， 即 
Te +A7o5f gp 


-| .+ AT JS(Ad Jds + | om+ AFNS(Au dy - (3.9) 


上 起 中 所 有 的 上 标 都 已 省 略 ， 各 量 及 其 增 量 都 是 以 现在 瞬时 + 作为 参考 构 形 来 建立 (++ 
Zt ) 时 刻 的 相应 关系 的 。 特 别 应 当 提 及 的 是 0;j 为 + 时 刻 的 Euler 应 力 张 量 ，ATis 是 相对 于 
t 瞬时 构 形 的 标 称 应 力 张 量 的 载 量 ， 应 注意 的 是 ， 在 了 时 剂 了 4 等 于 wu， 但 它们 的 变化 率 与 
增 量 出 是 不 同 的 。 

根据 式 (3.8 ) 和 《3.9 ) 可 以 形成 两 种 与 它们 相对 应 的 非 线性 有 限 元 模式 ， 下 面 我 们 着 
重 以 适时 拉 格 衣 日 描述 来 加 以 讨论 ， 尼 特别 适用 于 塑性 、 蠕 变 ， 粘 弹性 和 粘 李 性 材料 。 设 材 
特 服 反 芯 纤 往 从 班 西林 构 方 程 或 Hill 给 出 的 下 述 以 率 的 形式 表述 的 本 构 关 系 [17] 


t= Mi git Tt? 《3"107 
式 中 夺 Kirchhoff 应 为 tij 的 Jaumann 率 《rij = 1/0) ,参见 式 (1.3 by 
六 ij#1 一 一 反 上 映 材料 性 硕 的 四 阶 张 量 ， 


Ti 
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te ee rn bop ma rir er ha A 


Vs 形变 率 ， 
ds 一 一 册 是 由 形变 率 玉 ,1: 乘 时 间 df 落 得 的 ， 即 
过 也 d 1 BAN DAs 。 
sl Vdt 2 Be 十 Boe ) (3.11) 


作为 式 《 3.16 ) 的 具体 例子 ， 可 写 出 弹 塑 性 的 增 县 本 构 方 程 为 
1 DE Fs ‘3°12) 


或 写成 增 重 形式 

CAT) = DEPds 3" 13) 
这 里 再 次 强调 1(Azi) 是 存 辕 连 于 材料 的 座 标 架 内 在 瞬时 上 定义 的 应 力 增 量 。 下 面 的 任务 
就 是 要 找到 1(7,7) 与 标 称 应 力 增 脐 入 Ti 的 关系 ,以 便 将 有 限 变 形 下 的 料 料 本 构 关系 引入 到 式 
(3:9) 中 去 。 为 此 我 们 要 注意 在 瞬时 构 形 作为 参考 构 形 时 ,由 于 xx = 人 x, 7 = 1 , 因 丽 Euler 
应 力 ou .Kirchhoff 应 力 ru 和 标 称 应 力 ?,; 在 数值 上 相等 ,并 有 对称; 但 是 它们 的 变化 事 则 是 不 
同 的 。 事 实 上 由 式 (1.36 ) 及 (1.9 ) 并 注意 其 中 取 7 瞬时 构 形 作为 参考 构 形 ， 我 们 有 


Bx 
j=Jon= Ci Ty, (3.14 
zi = yc 8: Ts 2 
上 式 堪 右 端 对 + 求 导 可 得 
* By: BX oT 
ji i TT,, {3*15 
i a0 fas + Bas ) 


由 上 式 可 见 zy 与 ?之 间 的 差别 与 标 你 应 力 及 速度 榜 度 有 关 。 
参照 式 (6:1:3 》 易 得 氏 irchho 二 应 力 ry 的 Jaumann 率 的 下 述 表 运 式 ， 
tr = ra a (3"16) 


注意 到 当 取 了 时刻 杞 形 为 参考 构 形 上 时， 有 


pr Cai= T= Th 《3.17) 
我 们 得 到 

TAG 站 C3"18} 

本 (3119) 
综合 式 4 3.18 ) 和 式 (3'19)》， 且 应 用 下 式 [参见 式 43:2937] 

Ws:= Vi (3+20) 
我 们 有 、 


. 。 
Ti = Ti VA 

= 下 + On is + oa 一 Vis hkORI 

= ik his 下 一 一 
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ee 


= 了 一 Oia i OiAV Ik TF Cia sh 
mt + Op CO i t+ OaF ia) (3°21) 


式 《8:21， ) 两 也 同 滋 qi， 则 到 得 


ATi =It AT)+ 0 ~ (audns torndis) (3'22) 
月 


将 式 (3:22) 代入 成 《3+9)， 我 们 得 到 了 下 述 适时 Lagrange 描 述 的 控制 方程 
Jr dd, ~ dou8 (2dudrs— Ou 2 jar 
= | er + ATHO( AuiJds + ec， + AF WSCAu dr 
-| ou6dvay (3.23) 
如 果 在 上 式 中 用 衣 应 禁 料 的 林 构 方程 表达 ar)， 例 如 对 弹 前 性 材料 采用 式 53"13 》 即 以 
De 4 表示 1AT,,)， 并 将 域 2: 离 散 化 和 引入 插值 函数 ， 我 们 不 难 玉 得 下 列 方 各 
CKRIAuM}Y = {AP} (324) 
CKI= | ,CB ICDePY BYdV - 2] CB ICA Bay 
+ CICoC dy (3+25) 
(AP} = | CNT + Af ar + {ENYAT raryas 
-| Bcl (3.26) 


式 巾 条 阵 FNI、[B J 和 CC 3] 是 由 下 述 三 式 唯一 定义 的 《其 具体 形式 将 取 次 于 单元 特性 和 插 侍 
锅 数 ) ， 


TAB = CN I{AuK} (3.270) 
idy=C BIlAu} (3:27b) 
{wi = CC I{AuR} (3.27C) 


其 中 1aAx 本 是 革 元 节点 位 移 增 县 矩阵 ，{4A 寻 是 单元 内 任 一 点 的 位 移 增 量 矩 阵 。 若 考 虑 动力 
学 问题 ， 则 必须 计 及 惯性 力 之 影响 ， 它 可 由 式 (3*23 )， 从 已 ,分 离 出 惯性 力 而 求 得 ， 其 有 
限 元 基本 方程 的 形式 变 为 

CM 工 Are+TC[R CAaa]= {AP} 《3.28) 


有 限 元 基本 方程 。 注 意 到 
ABr: = Et — Fi (3*200} 
应 用 式 (213*8) 有 
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Et 1 Bi 时 a 2 ] 
六 + BBX: 8K 


E14 = 2 3 (4 + Anr) + 3 ~ (AH) 十 3 Aux ) 


这 (ut As) ] 
将 上 两 式 代 入 式 (3+29 0 ) 得 
AEi; = AE + AE™N (3298) 
或 中 
rc _ 1 hu + .A Bux .BAux ar ， 2 
17 < 《3" 395 ) 
NN 1 3Aur » BAYK , 
AET, 2 pS oY, 《3 29d9) 
仍 采 用 增 量 应 力 应 变 关 系 
ASI1 = DirxtAE rz (3.30) 


将 式 (3.30) 和 式 (3.395) 代 和信 式 (3.8)， 我 们 得 到 Lagrange 描 述 下 的 控制 方程 : 


ee et 


人 DxrAErrd AF dV, + | S16A ES.dy, 


-| CEi+AFDAwrdpsr | (Ti+ ATI)BAuds, 
Fa 号 由 


-| Sr oAErdr, 《3.31) 
同样 将 域 吕 。 离 散 化 并 引入 插值 函数 ,将 式 (3,31) 中 各 县 用 节点 位 移 冰 未 ,并 引入 矩阵 记 法 有 
4A = CNI{Au} (3:320 ) 
{A 1} = CC JAK} (3-3268) 
{AEFE} = (CB +LBwI {Aur}y (3.320) 
则 由 式 《3'31 ) 和 变 分 36{Au*} 的 酝 意 性 可 得 
CRLI+LKRNIT ER) { AK} = {AP} (3.33) 
或 中 
CK) -| CBAITCDIACB LIdVY, (8.34) 
CKo= | € LBLITCDICByI + 2CBNITE DICBLI+2EBNITCDICBNIY dV (3 35) 
CK -| CCESICC Id, (3.36 
{AP}= {CNY{ ftAfr} ave + | NITT + AT Ys, 
-| CCIT{S}aV, -| CCITSIL CID, (3.37 ) 
[者 1] | 
108 


式 (3.33 ) 及 式 (3.34) 一 (3.37)? 就 是 Lagrange 描 述 靶 的 有 限 单 元 靶 基本 方程 及 刚度 矩阵 
和 载荷 列 阵 。 在 导论 中 已 谈 及 Nagtegaal 等 的 计算 ,他 们 用 的 是 适时 Lagrange 描 述 ,这 暴 韦 了 
后 者 缺乏 坚实 的 物理 基础 。 采 用 Jaumann 率 虽 可 使 本 构 方 程 建 立 在 与 连续 介质 共 旋 的 炭 标 轴 
上 ， 但 材料 本 身 的 旋转 并 非 等 价 试 设想 一 受 简 单 甬 切 大 变形 的 单元 体 ， 材 料 本 身 显然 只 有 
错 动 而 没有 旋转 ， 而 在 违 续 介 质 上 固着 的 线 元 都 旋转 了 ) 。 为 了 排除 这 些 困难 ，Lee ,E,H， 
等 提出 了 采用 秃 载 后 的 中 间 构 形 作 为 参考 构 形 ， Dafafias 提 出 了 塑性 旋 度 等 概念 ， 由 于 篇 
幅 限 制 不 能 介绍 ， 请 读者 参阅 有 关 文 献 。 


$7-4 超 弹 性 材料 


不 演 虚 面 矩 时， 局 部 形式 的 热力 学 第 一 定律 (4:4'10 ) 与 为 


pRB oTi+ pq — his (dia } 
利用 (1.6 ) 和 {3:3:2) 可 得 

Gu = FS Ei (dr2) 
由 此 式 《 41 ) 可 化 为 

DE - DE —An ， * 

, Dt Sr Dt - ple tpag 《4 1 b ) 

式 中 所 = pe 为 每 单位 变形 前 体积 的 内 能 。 

_DQ - pr ” 《4， 
念 总 Dr piet pad $7 
则 (4.15 ) 式 可 写成 有 限 变 形 下 常用 的 形式 

De _s, DE ,DO . 

i St 十 Tt Cd*d40 ) 
或 dE =S1dE+dQ (4.45 ) 


式 中 驴 为 单位 变形 前 体积 所 吸收 的 热量 ， SrdEyry 为 每 单位 变形 前 体积 的 变形 元 巧 。 利 用 式 
( 2:3:6) 和 2:2:45 )》， 此 变形 元 功 又 可 写 为 ， 
SrdEr = Hr Idxh， 工 
ht 


= Sr Caen Bre to rd du = SXas ds 工 


Tid (4-4c ) 
上 面 最 后 利用 了 式 《1.8)。 
引入 单位 变形 前 体积 之 Helmbholtz 自 由 能 交 《 见 (5:1.7) 式 》 
此 二 所 一 1 《425G ) 


对 自由 能 求 物质 导数 后 将 (4"4) 式 代 人 ， 并 注意 到 对 可 他 系统 由 式 人 5:1*3 ) 可 得 : 
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ua 


De _ ,Dn 
Dr Pr (4.55 ) 


即 得 


Dy -5 DE _, De 
Dr MHD Ds (4:6) 


式 中 了 为 每 单位 变形 前 体积 所 含 的 商 ， 昌 为 热力 学 绝对 温标 。 
机 引入 假设 ， 对 所 著 虑 的 材料 及 其 热力 学 过 程 ， 存 在 比 应 变 能 国 数 灰 〈 以 单位 变形 前 体 
积 计 ) ， 心 是 粗 对 于 自然 状态 的 Green 应 变 张 别 忆 jj 的 国 数 


WW=W (Er) 《447 } 
Dw._ oDE 、 ， 
且 有 Dt = 1 pF {drs ) 


满 中 这 样 要 求 的 材料 称 为 超 弹 性 材料 。 式 《 4.8) 表明 ， 这 种 材料 热力 学 过 程 的 特点 是 变形 功 
全 部 以 应 变 能 的 形式 贮存 在 弹性 体内 。 

由 《4.405 箱 ( 开 六 赤 可见， 在 绝热 条 件 下 ， 应 变 能 函数 三 即 等 于 单位 变形 前 体积 的 内 能 
所 ， 和 而 在 等温 条 件 下 ， 了 环节 为 单位 变形 前 体积 之 自由 能 节 。 这 两 种 情况 中 ， 温 度 6 不 显现 在 
下 中 。 伺 瑟 也 可 存在 于 其 它 可 逆 的 热力 学 过 程 中 ， 只 是 万 还 应 是 温度 9 的 函数 ， 即 历 = 
W(Eyy, 4 )。 这 一 结论 在 第 五 章 中 已 经 得 到 过 。 * 

为 简化 表述 ， 我 们 约定 ， 任 何 对 称 张 量 分 量 的 国 数 ， 例 如 厂 ， 己 成 对 称 分 量 的 对 称 形 
式 ， 即 蒜 自 变量 中 有 下 六 项 ， 也 必须 对 称 地 有 已) 项， 而 不 能 将 此 两 项 合并 为 一 项 ， 而 在 对 
这 些 变 昌 求 偏 导数 时 ， 对 称 分 量 将 形式 地 处 理 为 独立 分 量 。 例 如 ， 

WW =aB + b (Es + Es)’ 


不 能 将 下,: 和 上 Bs 并 写 为 WW =aliit+dd Ei,。 
相对 Bi: 求 偏 导 数 时 ，Ej 和 Es 都 看 成 独立 变量 ， 因 此 求 偏 导 了 时 应 旺 
OW pF, + Ez) 


8b 1s 
加 OF _ 
而 不 是 aFEl 8pEs 
由 此 约定 ， 我 们 有 
a 3 C4， 
BE BE 3) 
注意 到 
Dr _ a .DE (4.10) 
Dt dF Dt 
将 此 式 代 入 (54.8) 得 ' 
2 好 一 DE , C411 》 
BE rr Sa ) Dt 0 


我 们 假定 未 给 介质 任 一 部 分 的 变形 以 几何 限制 ， 例 如 不 可 压缩 性 的 限制 ， 则 对 可 压缩 的 弹性 
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介质 ， 备 分 量 DE 1/Di 是 徙 此 独立 的 变量 。 由 于 式 ( 4"'11 ) 对 应 恋 率 DEIs/Di 的 任意 值 成 
立 ， 我 们 有 


DE (4"12 ) 


见 对 超 弹性 材料 ， 应 力 张 量 是 有 势 的 ， 它 可 由 应 变 能 函数 玉 对 应 变 分 有 量 的 偏 导 数 得 
go 
同样 可 写 出 Lagrange 应 力 张 量 7 和 Euler 应 力 张 量 0;; 用 应 变 能 销 数 万 表示 的 式 子 。 出 
dd Si , BE po 《 
亲生 a) 


并 忆 及 式 (2:3"56 ) 


Epo | 9 [ Bxp Bxh 8 ] 
HOONI) 2 Dox /OX aXpoXo 9 
= 去 [ 呈 3 Brp+ ro ] 
1 OX 
一 ; (er 十 pp ) ‘<b } 
将 (6) 代入 (a ) 可 得 
Ox mi AV -) _ oF Br; 
FR dXo 多 T aXp aF IP dF,p OXPF 
OR! 
= So. ， 
JP pe , 4°13 ) 
TO . 
这 时 下 应 家 成 亚 形 梯度 分 县 的 晴 数 。 和 下 由 式 《C19》 和 《414》 及 式 ( 1110) 和 (4*12) 可 得 
oi= .ee, i (4°15 ) 


ps OXp OBxi/OXp ) 


Da ,ac 3. (4。 
?po BXp Xa aCpa 4°16) 


式 中 和 pa 为 Cauchy-Green 张 最 分 量 。 
下 面 的 过 论 限于 各 向 何 性 超 弹性 林 料 
设想 物体 不 动 ， 而 只 是 变形 场 整体 发 上 生 了 旋转 ， 苦 旋转 前 某 质 点 邻 域 的 变形 场 以 碳 
Cauchy-Green 张 是 C 表 示 ， 则 旋转 后 之 变形 场 为 人 = QCQ7, 这 里 Q 为 正 交 张 最 ,对 各 向 异性 
材料 ， 经 变形 声 旋 转 后 ， 应 变 能 而 数 玉 = WC ) 之 值 要 改变 。 而 各 向 问 性 材料 要 求 在 变形 
场 旋转 后 ， 应 变 能 艾 数 之 值 不 变 ， 即 
WCy=WC)=WOCQ’) (4.17) 
期 形 作 为 Ci 的 国 数 在 任何 正 交 举 标 系 中 了 而 一 形式 ， 夏 环 是 :了 张 量 习 的 不 变量 ， 而 上 的 任何 不 
变量 ， 都 可 用 C 的 三 个 应 变 不 变量 1 ， 五 和 7s 宸 出， 玖 对 各 向 同性 材料 有 
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W=W(T, TT) 
式 中 ， 
f=Cgkr 


ls = 于 CCxkCrz 一 人 ALCK ) 
Ta = BeirhepanCrpC saCke 


一 CChCxCu: —307Cr Crr + 人 站 Cr 天 


‘dr18) 


‘4.19) 


且 由 于 左 Cauchy-Green 张 县 B 和 C 具 有 相同 的 主 值 ， 故 B 与 C 的 不 变量 相 启 ( 参见 第 二 


但 和 2'2 ) o 
利用 6:= 了 =detF= (detC )1- wT 


式 (d4:16 ) 可 写 为 


全; = 2 x,, pxjyg 如 一 

/Ts PQ 
2 a 2 
J (w, dC po + 四。 aC po + BCLCpa 


式 中 

W=6W/al , Wi=2W/8l: ， W,= BW /al, 
为 不 变量 、1: 和 J 的 函数 。 
由 式 C4.19 ) ， 我 们 有 


31l! _ 8 


BC ™ BCpo ‘CkgK) = Spa 


二 = 到 -这 去 (CxxCir -CriC ri) = hpa- Cpe 
为 求 813/8Cpo， 对 C 应 用 Cayley 一 Hamilton 定 更 ， 得 
Cs— TC+IC-Il= 0 
或 CprCrsCsa— ICprCrat TCpoa- deo= 0 
上 式 对 PQ 缩 并 得 | | 
3 有 = CasCsrCre— TCRrsCas + TC kK 
上 式 对 Cro 求 导 并 利用 式 <4'23 a， 4&8) 和 式 ( 419 ) 的 第 二 式 得 


ja _ 0 
汇总 lSpo— LCpo + CprRCRG 


注意 到 Kis pX1r Bpq = Kis PRIt P= Bii 
Wr PEF OOPQO = His PXL: QAXAr PRA — BisBns 


wis PXjis OC PRCRO = BirBiaBs; 
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Tn 上 


‘(4.20 ) 


] (4.21) 


(4'22) 


《4.230 » 


(‘4:235 ) 


(4d4.24) 


(4°25) 


By 
dC.po 

对 BB 利用 Cayley-Hamilton 定 理 ， 得 到 同 式 (4'2 负 相似 的 式 子 ， 解 出 8,1B1;B,; 代 人 上 
式 ， 即 得 


得 玉生 OO 


= 1B;; ~ TB;sBsj + BiB', Bs; 


Bls 


1 = J,6.. (4.26) 
将 《4.23a,6)、《4'26) 代 入 (4'21)。 得 到 | 
‘00= T+ Wt 1)B,; -WB Bs) (4.27 ) 
i 
或 写 为 
=a+aB+ 6B (4*:28) 
式 中 qs = 2 Ts a -+ Qa = -六 (4.29) 


为 不 变量 二、 五 、 关 的 落 数 。 
对 B 用 Cayley-Hamiltoa 定 理 ,有 
B*— TB:+ 1B-il=0 
由 此 得 
Bi:= 1B- i+ IsB! 《4*30 ) 
代入 (428 ) 
o=xd+aB+x_ Br! (4*31 ) 


式 中 ，x 、%，、%_ 1 为 不 变量 二 、 天 和 天 的 备 数 : 
和 XL = 2 py, 


Ts 
#1= -2 Ty, (4:32) 
于 是 ， 对 可 压缩 的 各 向 则 性 弹性 体 , 在 有 限 变 形 条 件 下 ,本 构 基 系 的 最 一 般 形 式 妇 为 《和 38 ) 
或 4'31 了 陈 。 
考虑 材 料 不 可 压缩 骨 况 ， 则 由 式 人 (4:1:6) 可 见 此 时 速度 场 之 散 度 为 零 ， 即 
Bo 加 , 
Be = 1 (4.33 7) 


此 英 系 可 用 DE1i/Dt 来 表示 ， 根 据 (3:32) 式 ， 我 们 有 


Db = Bxy .bx 
Brer 2 FX Ep 


1 a , 2X 帮 " 
此 式 两 边 用 红 1 ,3 民生 ， 即 得 : 


y DELr ,0X1 , 0X) 
机 Dr Bxr Oxs 
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由 此 ， 不 可 压缩 全 件 可 写成 
Drs .aX1, Xi 


Di dx © ax 70 {4349 ) 
i DFE 
或 - Pi- Cii=0 (4.345 ) 


于 式 表 示 了 不 串 压 缩 的 条 件 ， 它 表明 各 分 车 DE ;ifDt 辣 不 是 互 柑 独 立 的 ， 因 此 处 能 再 由 
C 4113 式 得 出 (C4112 ) 的 本 构 方 程 。 比 较 C411) 和 {4:3458 ) 只 能 得 出 5 4.11 ) 的 括号 


因子 应 正比 于 C7 的 结 录 ， 即 


Sr = 多 一 -PC (4*.35) 


式 中 号 为 任意 标量 。 
再 由 式 !1.10) 和 《4 35)， 在 材料 不 可 压缩 的 情况 下 ( Pp =p yy = 1 ) 可 得 
0 = ro ( yor PX so ) 


三 于, PT 


a 
”_ _ps, 。 
dP on : . (4°36) 


= dX, Pp Xj; -Por {237 ) 


a __ 
dC pg 

在 材料 不 可 压缩 情况 下 ， 了 =detF = 1， 由 此 = dct& = (CdetF ?= 1， 玖 矿 仅 依赖 于 
ZT 和 1i。 内 于 C4136) 式 中 ，P 是 任意 的 标量 ， 故 《4'31') 中 带 单 位 张 量 I 的 项 的 系数 Xo 即 可 
看 成 -PP， 十 是 ( 4:31) 式 的 本 构 方 程 可 衍化 为 

y= -Pl+oW,B-2W.B C41:38) 

和 于是， 对 可 压 第 的 赵 弹 性 材料 。 知 道 了 应 灾 能 函数 ， 则 由 本 构 方程 应 力 可 以 完全 确定 。 
而 对 不 可 压缩 的 超 弹 性 材料 ， 由 本 构 方程 应 力 只 能 确定 到 差 一 任意 标 芋 的 程度 。 

作为 这 类 应 变 能 函数 的 一 个 例子 ， 劳 虑 橡胶 材料 ， 它 可 看 成 不 可 压缩 材料 ， 且 实践 征明 
把 (4.38 ) 中 B 和 B-! 前 的 系数 看 作 常 数 已 具有 工程 上 的 精度 。 沽 虑 到 在 自然 状态 下 ，*; = 
天,， 政 在 自然 状态 下 有 B;; = C,; = 名;， 并 由 式 《4-19 ) 得 人 = 3，7 = 3 及 1s= 1。 由 王 设 
应 变 能 函数 在 自然 状态 为 零 ， 则 可 选 应 变 能 函数 如 下 


了 


W=atli- 3)+P(1s— 3) , (dv*39 ) 
式 中 a 、B 为 常数 。 由 式 《 4.22 ) 及 (4.39) 得 橡皮 的 本 构 方 程 为 
g= — Pil+20B~-28B"! (Cd:40) 


式 (d,39) 有 虽然 简 单 ， 但 并 不 总 能 解释 在 所 有 的 志和 产值 下 由 硫化 擅 胶 实 入 得 到 的 数据 ， 
根据 Rivlin 和 Saundsrs 实 验 (1951 ) ， 在 某 些 伸 长 范围 ， 提 出 了 能 更 准确 描述 硫化 橡胶 力学 
证 能 的 形式 

Wr=atli- 3)+ftls— $3» 
忒 中 下 为 (J; 一 3 ) 的 国 数 。 一 些 作者 曾 考 虑 了 各 种 不 同 的 了 的 显 式 C82， 此 处 不 再 述 及 。 
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习 题 


7.1 知 向 同性 有 限 弹性 理论 的 本 构 方 程 可 写成 
v=0l+pB+ yD: 加 
谍 由 吕 为 Euler 应 力 张 量 ， 日 为 太 Cauchy~Green 张 量 ，B=FF7?， 而 


a = 2 Ws ; = +t DW) 


二 一 2 _ I 
dik 


-= 一 一 -一 一 一 


三 个 关系 式 。 

提示 由 公 解 出 玉 ,、 反 和 所 9， 然 后 由 8W /87 = 78 es 等 可 建 空 a、 月 ，y 
何 的 三 个 美 系 式 。 

7"2 设 有 均匀 变形 

区 = XA Xs = As 名 

式 中 为 常数 。 

(1) 试 证 ， 若 不 存在 体力 ， 刚 坊 为 有 限 弹性 材料 允许 的 变形 。 

提示 : 先 由 本 构 方程 们 得 出 应 为 为 当 数 ， 因 此 满足 无 体力 的 平衡 方 笨 。 

{2) 对 不 可 压缩 材料 


og=—Pl+fAB+rB:’ 二 
式 中 成 为 静 压 力 ， 且 1s= ] 。 斌 证 
As= (did ! 


党 gas = 0， 指 出 ，cit 和 aas 可 用 由 4 表示 如 下 |; 
Cii = BLA — (AA ) 3] + [A ~ {CAA 


G2 = PAE ~ AA) tr A (hds) 


7*3 不 可 压缩 弹性 材料 的 等 截面 杆 ， 设 泄 杆 轴 〔 取 为 % 轴 ) 方向 为 均匀 伸 长 ， 介 长 比 为 
4 ， 在 该 方向 之 应 力 为 xz， 其 余 方 向 之 点 力 分 基 为 替 。 试 由 对 称 和 不 可 上 压缩 理由 指出 ， 


Az = A = 了 AL 
上 生 上 应力 Gex 由 下 式 给 出 
Gsn = BL- AI) +TPA— A) 
而 轴 力 为 
Ts= A A -A i) tid 1 3 
式 中 如 为 初始 横 截 面积 。 
7"4 弹性 材料 受 均 匀 剪 切 变 形 
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XR ,y=Y ， x=7 但 ) 
式 中 为 常数 。 . 
(1) 试 求 B 和 日 ， 并 指出 B 的 不 突 重 为 
=1,= 34+k: ， Ts= 1 
(2) 斌 玲 出 ; cu =oi = 0 ， 而 olt， oz， ass 为 玉 的 偶 画 数 ,ol 为 8 的 奇 荔 数 ， 且 ia 
0zz 上 存在 关系 式 ， (0 一 022) 二 RO 而 上 与 函数 &， 旭 和 和 无关。 
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re pe 四 


第 八 童 不 可 逆 热 力学 


”众所周知 粘 漳 性 、 逆 性 和 粘 邮 性 变形 ， 牛 顿 流体 与 非 牛 晰 流体 的 流动 ， 传 热 和 传 质 现象 
等 都 是 术 可 逆 的 热力 学 过 程 。 如 果 不 从 不 可 逆 热 力学 的 观点 去 研究 它们 ， 鲁 只 是 从 纯 力 学 或 
机 械 能 守恒 及 损失 的 观点 去 分 析 ， 就 难以 深入 过 程 的 物理 本 质 建立 起 现实 的 模型 。 我 们 研究 ， 
不 可 逆 热 力学 就 是 要 明确 不 可 逆 过 程 必须 满足 的 约束 条 件 和 基本 定律 ， 从 而 找到 建立 本 构 方 
程 的 准绳 和 方法 。 但 是 当 人 们 企图 很 严密 地 去 进行 这 一 工作 时 ， 一 个 意 想 不 到 的 困 淮 却 来 
让 热力 学 的 本 身 。 事 实 上 热力 学 并 不 象 理论 物理 学 的 其 它 分 支那 样 ， 具 有 无 光 可 击 的 严格 
性 ， 这 导致 了 近 二 十 年 来 对 热 为 学 基础 的 研究 相当 活跃 的 状况 ， 问 题 的 证 点 则 如 K estin 和 
Rice 所 说 [49]， “扩展 热力 学 到 不 可 逆 过 程 的 核心 困难 是 粹 的 存在 以 使 第 二 定律 第 二 部 分 获 
得 明确 物理 意义 的 问题 ”。 在 第 五 章 中 ,我 们 介绍 过 的 关于 雯 的 概念 ， 都 是 从 传统 热力 学 中 
异 用 过 来 的 , 它 在 不 可 人 水 过 程 中 的 存在 性 是 作为 假设 而 成 立 的 [27]。 本 章 我 们 将 C18J 中 提出 的 
状态 空间 的 概念 加 以 强调 和 应 用 ， 把 连续 介质 微 系统 的 不 可 逆 热 力学 过 程 定义 为 跨越 不 同 er 
子 空间 ,不断 克服 广义 内 摩擦 力 以 改变 连续 介质 内 部 组 织 结 构 状 态 , 并 不 断 耗 散 衣 量 的 变化 过 
程 ， 并 按照 Valanis 提 出 的 第 一 定律 的 可 积 性 和 偏 可 积 性 的 方法 ， 以 Carathéodory 数学 定理 
”及 公理 二 表达 的 物理 本 质 为 基础 证 明了 塘 在 可 逆 系 统 与 不 可 逆 系 统 中 作为 状态 函数 的 存在 
[19)。 在 证 明 中 拢 弃 了 经 典 热力 学 中 基于 热力 学 过 程 必须 是 静态 和 拟 静态 的 约束 ， 也 由 于 强 
调 不 可 递 过 程 某 一 时 刻 的 热力 学 状态 由 那 一 时 刻 座 落 的 子 空间 获得 定义 的 思想 ， 从 而 避 开 了 
把 定义 空间 与 内 变量 突 际 演变 路 径 混 清 起 来 的 观点 。 

本 意 通 过 对 粹 作为 状态 函数 存在 的 证 明 ，3 引 进 了 Helmholtz 自 由 能 函数 ， 并 得 到 了 一 系 
列 重要 的 推论 ， 在 得 到 Clausius-Duhem 不 等 式 之 后 ， 引 入 了 广义 内 摩擦 力 与 自由 能 密度 
变化 率 之 间 的 关系 ， 并 由 此 得 到 了 以 内 变量 表示 的 Clausius-Dubem 不 等 式 的 派生 形式 在 
讨论 不 可 逆 丧 产 的 基础 土 还 讨论 了 Onsager 现 象 学 原理 。 本 章 不 仅 是 对 第 四 和 第 五 章 介绍 的 
可 逆 系 统 热力 学 概念 的 深化 、 更 重要 的 是 为 以 后 几 章 的 学 习 提供 必要 的 理论 基础 。 


§ 8.1 热力 学 状态 变量 和 内 变量 、e7, 空 间 及 其 子 空间 


连续 介质 域 介 x 内 的 局 部 微 系统 ox 是 今后 我 们 研究 的 基本 系统 ， 和 如 无 特别 声明 读 微 系统 
将 简称 为 系统 ， 连 续 介 质 热 力学 的 一 个 最 基本 和 最 重要 的 假设 是 关于 物质 是 连续 的 假设 ， 
这 一 强 有 力 的 概念 允许 我 们 将 热力 学 系统 x 的 尺寸 缩减 至 无 限 小 ， 以 便 使 该 系统 中 的 物理 
是 如 质量 密度 与 内 能 等 ) 在 很 大 的 精度 范围 内 可 看 成 是 均匀 的 。 这 里 要 说 明 的 是 这 种 均匀 
显 热 是 从 宏观 意义 上 而 不 是 从 微 强 的 角度 上 讨论 的 。 另 外 要 着 重 指出 的 是 该 微 系统 不 是 一 个 
点， 它 应 包含 大 量 的 分 子 ， 以 便 从 热力 学 的 观点 来 看 有 确定 的 物理 的 内 涵 ， 但 它 又 是 是 够 的 
小 ， 以 致 于 从 场 的 分 析 的 观点 来 看 ， 它 的 不 均匀 性 的 影响 是 很 小 的 。 这 种 宏观 无 限 小 ， 微 观 
无 穷 大 的 模型 表面 上 着 有 些 奇 怪 ， 实 际 上 是 一 个 很 有 用 的 研究 连续 介质 的 热力 学 模型 。 
下 面 我 们 先 介绍 内 变量 的 概念 ， 然 后 讨论 sr* 空 间 及 其 子 空间 er。 
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TI。 内 变量 

内 变量 ， 要 求 与 基本 状态 变量 现时 值 的 一 个 集合 一 起 去 唯一 地 决定 不 可 赣 系 统 状态 的 ， 
不 一 定 能 观察 但 是 独立 的 变量 将 被 称 之 为 内 变量 。 它 将 被 记 为 4.( a = 1，2 ，… 霓 )。 这 里 要 
注意 的 是 ， 从 广 绿 的 内 变量 的 鬼 念 米 看 ,它们 之 间 可 能 不 独立 ,但 这 并 不 会 影响 我 们 的 研究 ， 
事实 上 邵 果 在 # 个 内 变量 中 有 ?一 向 个 关系 式 福 关联 ， 则 总 可 以 得 到 m 个 独立 的 内 变量 。 内 
变量 的 具体 物理 含义 可 能 是 非常 广泛 的 ， 它 取决 于 有 具体 材料 在 特定 条 件 下 的 内 部 组 织 和 结构 
状况 。 总 的 来 说 它 可 能 代表 材料 内 部 的 荣 种 运动 或 内 部 结构 的 重 亲 排列， 例如 对 金属 米 说 ， 
它 可 能 代表 唱 格 的 位 错 、 焉 扭 和 再 结晶 等 表征 多 晶体 内 部 组 织 的 种 种 演化 和 发 展 。 从 概念 上 
说 ， 既 然 内 变量 的 变化 开征 着 材料 内 部 的 变化 ， 那 么 它 的 完 闭 集 合 就 是 以 与 基本 状态 变量 一 
起 去 榴 述 祥 料 内 部 的 组 织 和 结构 状态 ， 因 此 我 们 可 以 如 519] 中 那样 号 出 下 述 会 理 

公理 一 ”一 个 基本 状态 变量 和 内 变量 的 完整 集合 总 是 存在 的 ， 这 一 集合 的 现时 值 将 唯一 
地 决定 系统 的 当前 的 不 可 逆 热 力学 状态 

上 述 完 整 集 合 的 选择 并 不 是 唯一 的 , 它 决定 于 力学 模型 的 层次 、 实际 系统 的 复杂 程度 ,和 
需要 在 那 种 精度 和 变形 范围 内 去 撒 述 该 系 统 的 热力 学 状态 等 等 。 对 建筑 在 现象 学 上 的 模型 来 
说 ,重要 的 是 如 何 用 尽量 少 的 内 蛮 量 去 宕 观 平 均 地 表征 内 部 结构 变化 对 应 力 应 变 鞠 系 的 影响 ， 
并 由 实验 去 决定 所 引信 的 宏观 套数。 当然 如 果 能 够 与 微观 的 分 析 〔〈 如 金 相 学 的 或 土壤 学 的 组 
组 分 析 》 结 人 台 超 来 搞 清 其 机 制 ， 则 对 内 变量 及 其 演化 规律 的 研究 无 疑 是 重要 的 ， 但 这 并 不 意 
昧 着 它 是 进行 内 变量 分 析 的 先决 性 条 件 。 这 是 因为 所 选择 的 模型 有 可 能 通过 宏观 的 试验 来 加 
以 检验 与 修正 。 

开 ，sr* 空 间 及 其 子 空 间 er 

下 面 我 们 分 别 将 不 可 道 系统 与 可 道 系 统 热力 学 状态 的 描述 与 引入 的 er* 空间 及 其 子 空 间 
sr 联系 起 来 。 | 

对 可 逆 系 统 ， 一 个 由 应 变 分 量 x,( 或 Coz) 和 温度 组 成 的 七 维 状 态 空间 《 简称 为 sr 空间 ) 
就 足以 唯一 地 描述 系统 的 热力 学 状态 。 设 p 是 该 空间 中 的 一 点 , 则 我 们 有 内 能 E 与 应 力 res 的 
再 述 表 达 式 

EE=EC)= Etx, TT) 《 1) 
T=T(2)= r(x T) (1*2) 


式 中 符号 一 记 二 价 张 是。 

对 不 可 禾 系 统 , 一 个 由 应 变 分 量 、 温 弃 和 六 个 独立 的 内 变量 9. 组 成 的 ( m + 7) 维 状态 空间 
( 简称 er 空间 ) 被 用 来 唯一 地 描述 该 系 统 的 不 可 道 热力 学 状态 。 具 体 地 说 ， 设 p 是 该 空间 
中 的 一 点 ， 则 存在 内 能 所 与 应 力 * 的 下 述 表 达 式 


人 


=E{p)= E(x Tg) (1.3) 
= + (Dn }= 7 xs T, a) -| (1l*4) 


rw 


非常 明显 和 重要 的 是 是 cr. 窑 闻 的 一 个 子 要 间 ， 对 任 一 给 定 的 内 变量 组 ,就 对 应 荐 材 
料 内 部 组 织 的 一 个 确定 的 状态 ,也 就 存在 着 一 个 相应 的 子 空间 er。8 点 在 该 子 空间 中 的 运动 如 
果 是 在 绝热 条 件 下 进行 的 ， 就 将 对 应 着 系统 在 相应 的 内 部 组 织 状 态 下 的 一 个 特定 的 可 省 系统 
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的 变化 《 注意 在 该 子 空间 内 的 运动 不 产生 内 部 组 织 结构 的 耗 数 》。 但 是 当 p 点 从 一 个 er 子 空 
他 到 舅 一 个 ex 子 空间 变化 时 ,性 质 就 根本 不 同 , 即 其 内 部 组 织 状 沈 将 产生 不 可 道 的 变化 ， 而 且 
这 种 变化 将 消耗 有 用 的 能 量 来 提供 克服 如 内 摩 拉 等 所 需要 的 功 耗 。 这 样 我 们 就 可 将 不 可 道 过 
程 定义 成 跨越 不 同 sr 子 空间 、 不 断 耗 散 能 基 以 不 断 改 变 内 部 组 织 结构 状态 的 运动 过 程 。 


$ 8.2 第 一 定律 在 连续 介 质 初始 构 形 中 表达 
的 简化 形式 、 理 想 气体 


在 转 人 讨论 炳 作为 状态 函数 存在 这 一 连续 介质 热力 学 的 核心 问题 之 前 ， 为 使 以 后 的 证 明 
简洁 ， 有 必要 对 热力 学 第 一 定律 在 连续 介质 中 的 表达 式 ( 4:4'10 ) 进行 简化 ， 并 从 理想 气体 
的 分 析出 发 提出 有 关 证 明 的 方法 论 问 题 。 

营 忽 略 面 矩 的 作用 ， 并 注意 到 式 (7:1.10)、(3:3*2) 可 得 


Or ;; = LSE 
由 此 ， 式 (4:41. ) 可 在 初始 构 形 中 写 出 为 : 

E = 二 SrrCrr - jar + 《2.1 7) 
式 中 GE 一 “以 未 变形 前 单位 体积 计算 的 能 量 密度 ， po 和 分 别 是 最 初 的 和 当时 的 质量 密度 ; 
所 《 等 于 Chu ) 是 物质 构 形 中 以 每 单位 未 变形 的 面积 计 的 热流 矢量 而 9〈 等 于 px ) 则 是 


相应 的 每 单位 未 变形 体积 计算 的 热 供 应 量 ;， C1; 则 为 省 柯 西 格林 Cauchy-Green ) 应 变 张 
量 ， 它 与 格林 应 变 张 量 所 7 的 关系 为 ， 


Ey = (Cr 677) - 《327 


37 是 及 ronechst 符 号 。 为 了 简化 下 面 的 讨论 ， 采用 下 述 矢 量 记 号 
(SS vi72 ， Sis/ wl1/2, Ss, Saf wl2 ， S31) 


= (CX,， 态 :， 二 有 此 s 和) (2"3) 

了 (Cn CTI72 ， csf¥1, Czy caf TY 二， Css ) 

= (KL Nts Wss Was Woy Kp) (2+4) 
以 及 -host = (2.5 ) 


上 式 的 日 已 在 式 (7:413) 给 过 ， 且 方程 《2.1 ) 可 归结 为 (7:4,4a )， 车 进一步 用 式 人 2*3 ) 与 
C2r4) 的 记号 ， 则 《2*1) 还 可 写成 : 
E =X, K+ (2°64 ) 
或 写成 de -Xdx;=dQ (2:665) 
要 记 住 的 是 立 ; 与 Xi 分别 具 有 应 力 与 应 变 的 意义 及 相应 的 因 次 。( 2*6 ) 式 就 是 下 面 经 常 要 用 
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到 的 热力 学 第 一 定律 的 形式 ， 它 表达 了 系统 @x 能 量 守恒 的 必要 与 充分 条 件 。 如 在 推导 
式 人 4:4"10) 和 这 里 的 简化 过 程 表 明 的 方程 ,(2*6 ) 无 论 对 * 拟 静态 的 ”~`“ 动 态 的 ”、“ 可 道 
的 > 或 “不 可 逆 的 ”过 程 都 是 成 立 的 。 强 调 这 一 点 的 原因 是 因为 方程 (2'6 ) 在 证 明 炳 的 存 
在 性 时 将 起 着 关键 性 的 作用 。 

下 面 我 们 以 理 下 气 体 为 例 对 下 节 中 将 要 讨论 的 粹 作为 状态 冰 数 的 存在 性 问题 作 些 说 明 。 
如 众所周知 的 理想 气体 的 内 能 密度 是 温度 的 状态 男 数 。 设 Cr 为 定 容 下 的 比 热 ， 则 有 


亡 =CrT (2.7) 
气体 的 压力 则 是 它 的 体积 和 温度 的 状态 函数 ， 并 由 下 述 的 “本 构 方 程 ” 加 以 描述 
PY =RT {2.8) 


式 中 忆 是 决定 于 参考 构 形 的 常数 。 显 然 于 力 p 和 内 能 E 是 六 和 了 的 状态 函数 ， 因 而 理想 气体 
是 可 道 系统 ， 理 想 气 体 的 热力 学 第 一 定律 可 以 写 为 

CrdT + pdF =dQ (2.9) 
将 式 (2.68) 与 {2.9) 类 比 , 可 见 气体 中 的 压力 p 对 应 于 固体 力学 中 的 X; ,并 相差 一 负 号 ,由 于 
Q 是 过 程 量 和 而 不 是 状态 量 ,因而 对 dQ 记号 的 含义 要 特别 小 心 ， 它 是 这 样 定义 的 , 即 对 任 给 的 
一 个 正 数 6 ， 不 管 它 如 何 小 ， 我 们 总 可 以 找到 一 个 足够 短 的 时 间 ci， 使 得 

idQ-Qatll<6 (2+10) 
取 dQ 是 一 个 无 限 小 的 过 程 量 的 增 量 ( 注意 ， 如 果 过 程 量 的 增 量 是 有 限 的 ， 则 将 如 (4:4"2) 式 
那样 ， 采 用 记号 “6?” 面 不 用 “dd ) 不 是 一 个 全 微分 。 这 一 点 很 容易 由 构造 一 个 起 点 与 终 
点 相同 的 热力 学 竺 环 ， 并 采用 《2'9 ) 式 来 确证 


PdaQs 0 (2*11 》 
因 曾 一 般 说 热 筷 不 是 系统 的 状态 范 数 。 非 常 有 趣 的 是 dQ 和 温度 的 组 会 却 构成 了 一 个 状态 胃 


数 的 全 微分 。 这 一 结论 是 对 热力 学 第 一 定律 的 等 式 左 边 的 表达 式 进 行 积分 得 到 的 。 事 实 上 利 
用 本 构 方程 (2'8) 式 ， 则 (2.9 ) 式 可 以 化 为 


CydT/T + RdV /VY =dQ/T (2.12 》 
下 楼 验证 就 可 确信 上 式 左 边 是 菌 数 了 的 全 微分 
力 -iog (Pr VR) + (2:13 》 


因而 由 式 (2.12) 有 
dr? =d0/T (2+14) 
即 49/T 是 广 和 7 的 状态 秀 数 的 金 微分 。 这 个 状态 销 数 就 是 下 式 表达 的 炉 


| 他 = #107， Vy (2.15 ) 


以 上 我 们 看 出 了 由 理想 气体 的 内 能 和 压力 是 性 和 了 的 状态 变量 的 划 数 出 发 引出 第 一 定律 局 部 
形式 的 可 积 性 ， 进 而 导致 另 一 状态 函数 炳 建立 的 过 程 。 当 我 们 试图 将 这 种 方法 推广 时 ， 我 们 
面临 着 两 个 很 有 兴趣 的 难题 。 第 一 个 难题 是 ,对 一 般 的 可 复 与 不 可 敌 系 统 ,我 们 并 不 知道 它 的 
本 构 关系 的 显 式 ( 它 是 竺 求 的 )， 那么 如 何 从 数学 上 讨论 形 如 第 一 定律 等 式 左边 那样 的 表达 式 
的 可 积 性 呢 ? 第 二 个 难题 是 在 最 终 达 到 热力 学 第 一 定律 的 可 积 性 时 ， 什么 样 的 物理 规律 必须 
考虑 ， 以 揭示 其 陷 含 在 数学 形式 下 的 深刻 的 物理 背影 呢 ? 第 一 个 问题 即 问题 的 数学 方面 ， 它 
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是 由 数学 家 Carathtodory 于 1919 年 解决 的 。 第 二 个 问题 即 问题 的 物理 方面 ,对 可 逆 系 统 来 说 ， 
是 由 所 谓 的 Carathéodory 猜 下 来 解决 的 ， 而 对 于 不 可 逆 系 统 只 有 在 引入 内 变量 的 概念 ， 并 对 
不 可 逆 系 统 在 远离 其 原始 构 形 后 的 热力 学 状态 有 了 明确 的 定义 之 后 ， 才 在 最 近 有 了 比较 明确 
的 认识 。 


§ 8.3 Carathtodory 定 理 与 炉 作 为 状态 函数 的 存在 


计 我 们 从 下 述 重 要 的 数学 定义 和 定理 开始 。 
I 。Pfaffy 型 和 Carathtodory 定 理 
设 y 空间 是 站 个 独立 窗 晤 站 的 二 维 欧 几 里 德 空间 ， e 是 该 空间 中 的 一 条 曲线 ， 它 以 参数 
形式 给 出 如 下 . 
y=Y( 1) i=1, 2， "多 (3"1 7 


式 中 mt 是 上 之 过 续 国 数 ， 曲 线 e 的 一 个 无 狠 小 的 浙 长 由 下 式 给 出 
dem tat (3.2 ) 
长 为 ds 并 切 证 该 曲 线 的 矢量 的 分 量 是 dy,， 显 熟 
dy =Y(t + AD -y(t) (3:3) 
设 Y ,yx) 是 # 个 yx 的 单 什 函 数 ， 并 设 dQ 是 标量 微分 形式 Ydy; 的 数值 ， 邯 
Ydy; =d0Q (3:4) 


显然 当 所 有 的 dy, 赵 于 零 时 dQ 赵 于 霍 。 由 此 (3.4) 式 定义 的 微分 型 4Q 被 称 之 为 Ptaffy 型 。 如 

果 存 在 函数 #yx) 和 7(?x) 使 得 二 之 了 :dy 等 于 函数 7(Yx) 的 全 微分 ， 即 如果 成 立 下 述 等 
4 于 

式 


1 _ ,5 
gy Ydy, = d1(y;) ‘35) 
则 此 Pfaffy 型 被 说 成 是 可 积 的 ， 在 这 种 铺 阅 下 
Y= O00/8y, (3r6) 
以 及 
. dy = dQ/0 (37) 
进而 如 果 e 是 空间 中 单 估 于 过 域 中 的 封闭 曲线 ， 则 有 
P dQ/0= 性 (3:8 ) 
函数 9 被 称 为 Pfaffy 型 的 积分 分 母 。 


尽管 对 于 二 维 的 Pfaffy 型 来 说 ， 总 可 以 找到 一 个 积分 分 母 6 使 之 成 为 可 积 的 《例如 上 市 
对 理想 气体 写 出 的 热力 学 第 一 定律 等 式 左边 的 表达 式 就 是 一 个 二 维 的 Pfafiy 型 ，。 但 对 于 多 
维 的 情况 却 并 非 如 此 ， 对 于 它们 可 积 性 的 必要 和 充分 条 件 是 由 Carathtodory 于 1919 年 给 出 
的 ， 它 可 表述 如 下 
Carathgodery 定 理 “Piaffy 微 分 不 可 积 的 必要 积 充分 条 件 是 ,在 # 维 世 空间 中 的 一 2 点 的 
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pe em Ht i a 和 


邻 域 中 存在 另 一 点 p'， 它 不 能 与 p 用 下 述 方程 的 解 表 达 的 儿 何 图 形 联结 起 来， 
Ydy:= 0 (3.9) 
这 一 数学 定理 的 意 闵 是 很 深远 的 。 
I 。 可 逆 系 统 中 蚁 作为 状态 西数 的 拜 在 
在 上 此 中 我 们 已 将 热力 学 第 一 定律 的 增 基 形式 表示 为 
dE -Xdx: = dW 《3*10 》 
不 难看 出 方程 《3.10 ) 的 左边 的 确 是 一 个 Pfaffy 型 ， 它 热力 学 地 表达 了 系统 内 能 密度 的 增 量 
减 去 在 系统 上 作 的 功 的 增 量 。 事 实 上 用 式 《1'1 ) 对 扯 求 全 微分 ， 并 代入 (2*60) 式 我 们 得 到 


| -一世 jax+r 伟 困 = 1 = 1 4 2 sf] 6 3*11 ) 

将 C3"11) 式 与 《34) 式 匆 左 由 相 北 较 ， 可 确认 它 是 为 了 的 er 空间 中 的 Plaffy 型 ， 且 有 
OE ; - 一 9 f 二 时 

YY 3 Yi= i f=1;21"" 6 (3.12 )》 
_eE 二 。 

Y= 4 = 《3*13 ) 


按 归 Carathéodory 定 理 ， 等 式 ( 3,11 ) 左边 给 出 的 Pfafiy 型 在 下 述 条 件 下 是 可 积 的 ， 即 
在 七 维 z; 空 间 中 ， 在 po 点 邻 域内 总 存在 一 点 p’， 它 不 能 通过 下 述 方 程 的 解 表达 的 几何 图 形 
联结 起 来 

[ 竹 -X ]ax* dT = 0 (3°14) 
但 由 (3,11 ) 式 我 们 确认 《3.14 ) 式 在 热力 学 上 意味 着 是 田 4Q = 0 表 这 的 一 个 绝 热 的 和 可 
逆 的 过 程 ， 因 而 如 果 《〈 3:11 ) 式 左边 可 积 则 要 求证 明 从 po 点 表述 的 热力 学 状态 出 发 ， 不 可 
能 沿 一 个 绝热 的 过 程 到 达 上 述 的 点 p7*。 这 一 证 明 不 是 由 数学 推导 能 名 完成 的 ， 而 必须 认真 
研究 和 总 结 自然 界 的 规律 。 其 答案 最 早 是 以 Carathtodory 猜 想 形式 给 出 ， 在 本 章 中 ， 我 们 
则 村 用 在 [181 中 引入 的 下 述 公理 。 

公理 二 “对 于 所 有 绝热 的 和 可 造 的 离开 po 点 的 偏 移 ， 温 麻 的 增 量 A7 是 在 po 处 的 应 变 和 

温度 状态 及 应 变 增 量 的 函数 ， 即 有 

AT =f(C,s, 7， ACop) 3°15 ) 
或 AT = f(x,, T, AX,) (3.16 ) 
该 公理 的 物理 意义 是 ， 在 绝热 过 程 中 可 逆 系 统 在 po 处 的 温度 增 量 不 能 独立 控 制 ， 它 必定 是 
应 变 增 县 AC。p《 或 Axi ) 的 函 教 。 而 该 公理 的 几何 意义 则 在 于 在 七 维 的 sz 空间 中 定义 了 一 个 
过 p 点 的 超 曲面 ， 所 有 通过 ps 发 出 的 绝热 路 径 都 心 须 位 于 该 曲面 上 。 这 样 pe 的 邻 域 站 就 必 
然 存在 一 点 p/， 它 并 不 位 于 该 超 曲面 上 ， 因而 不 能 通过 一 个 绝热 的 和 可 道 的 过 程 将 pe 与 
联结 起 来 ， 所 以 (3,11) 式 左边 是 可 积 的 ， 即 存在 一 个 积分 分 母 4 (x'， 了 ) 使 得 下 式 成 立 


aE _X, LOE dT = 9d (3"17 ) 
[全 和 ] dxi + py Qa 


议 及 dQ = dn | (8+:18) 
这 里 d7 是 7 的 金 微分 。 后 者 是 与 卫 的 状态 函数 ， 被 称 之 为 精 。 由 《 3*18 ) 式 容易 得 到 下 
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ti 


述 关 系 式 


OE /Ox — XN,= O00/ Bx, 《3.19 ) 

a€E /2T = 0009T7 、 {3:20) 
让 我 们 用 下 述 关 系 作 空 间 的 点 至 其 本 身 的 点 的 变换 ， 即 

Ni 革 j 《3*21 》 

0 =8(T, x) (3+22 ) 
这 样 诸 空 间 的 独立 变 量 就 成 了 %i 与 6， 而 8 是 热力 学 温标 。 由 《3*19) 和 (3-20) 易于 得 到 

2E /oxi— 0 /Ox;= Ki (3*23) 

GE /80= 9 2n/28 (3-24 ) 
式 中 E 和 #7 是 xi; 与 9 的 函数 ， 进 而 如 果 我 们 引入 另 一 个 称 之 为 Helm holtz 自由 能 密度 的 状态 
函数 公使 得 基 = 拓 一 ?8 《3*25 ) 
那 末 由 式 (3.23) 与 (3*24) 得 到 

X= Op/ax.|se 《3.26 ) 

n= -8/2adlec (3+27 ) 


这 里 多 为 单位 未 变形 体积 所 具有 之 自由 能 。 利 用 式 (2.3) 和 (2.4)， 式 (3.26) 可 变 为 有 限 变形 
下 的 应 为 计算 公式 
Si/=280¢ /060011|8 (3.28¢4) 
或 Sir= 8 人 73Erls ‘(328b ) 
在 小 变形 下 ，(3'28 ) 式 问 到 了 (5:1*11)， 它 表明 在 等 温 下 即使 是 有 限 变 形 ， 自 由 能 六 
也 是 应 力 势 函数 ， 在 一 般 情况 下 由 于 还 和 温 席 有 关 ， 它 可 看 或 广 闷 势 函 数 。 在 $7*4 中 我 们 
已 知 在 等 漫 条 件 下 Helmholtz 自 由 能 当 就 是 超 漳 性 材料 的 应 变 能 函数 ， 它 的 特性 我 们 在 那里 
已 作 了 详细 和 寺 论 。 也 很 容易 由 此 得 出 下 面 的 非常 重 曙 的 关系 
= Xx 9 C329) 


它 意味 着 在 等 温 条 件 下 C 8 = 0 )， 乡 是 能 够 转化 为 功 的 系统 的 总 能 量 。 

我 们 用 下 曾 的 话 来 总 结 上 述 结 时 : : 

如 果 系 统 的 内 能 和 作用 于 系统 上 的 “ 力 ”( 应 力 ) .是 “应 变 ”zi (使 得 XX; = 开 
参见 (2.64 ) ) 和 温度 6 的 函数 ， 那 么 作为 公理 二 和 Carathsodory 定 理 的 结果 ， 这 里 存在 着 
一 个 称 之 为 米 的 状态 函数 7(x,，4 ) 使 得 它 的 全 微分 由 下 式 表 示 ， 


ad7 = dQ 
- 上 述 粮 的 存在 的 证 明 的 有 趣 之 处 在 了 于， 我 们 没有 在 任何 地 方 引 入 热力 学 过 程 必 须 是 拟 静 
大 的 或 必须 表 成 相继 平衡 态 。 


亚 ， 不 可 道 系统 中 粒 作为 状态 函数 的 存在 
对 于 这 样 的 系统 ， 当 然 第 一 定律 仍旧 适合 ， 即 
dE -Xdx,=d0Q (3"30 ) 
但 是 热力 学 第 一 定律 的 可 积 性 及 其 相应 的 物理 背 最 ， 长 期 以 来 并 未 对 不 可 逆 系 统 建立 起 
来 。 赶 人 面 按照 [193 的 方法 用 Pfafiy 型 在 er 空间 中 的 局 部 可 积 性 来 证 明 毁 作为 状态 函数 的 存在 
性 。 对 不 可 邓 系 统 ， 我 们 有 方程 (1. 3 } 和 (1* 4 )， 它 十 分 清楚 地 表明 ， 应 力 张 量 和 内 能 在 t 
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时 刻 的 值 + (和 E(t) 由 应 变温 度 和 内 变量 组 在 + 时 刻 的 慎 x;( +),Tt + ) 和 9s(1) (a= 
1，2，'…， fi 所 完全 决定 。 这 里 我 们 要 注意 的 是 ， 如 果 象 通常 那样 限于 从 外 变 最 ( 温 诬 
、 应 变 ) 角度 来 考虑 问题 ， 则 由 于 载 敬 历史 不 同 ， 妈 使 对 同样 的 应 变 与 温度 ， 也 会 有 不 同 的 
热力 学 状态 .而 当 从 金 空间 srs 来 看 问题 时 ,这 种 载 蓓 中 的 效应 可 等 价 地 用 对 应 的 热力 学 路 径 
造成 的 后 果 一 一 内 部 结构 的 特定 变化 来 加 以 措 述 。 只 要 上 时 乾 状 态 点 在 该 空间 的 位 置 被 确 
定 ， 其 热力 学 状态 和 材料 内 部 结构 状况 〈《 包括 其 内 变量 组 ) 就 完全 确定 。 如 果 我 们 从 er 子 空 
间 来 讨论 辜 的 存在 ;就 相当 于 在 新 的 组 织 结 构 下 来 讨论 焙 的 存在 ,这 和 在 原始 构 形 中 来 讨论 炳 
作为 状态 函数 的 存在 ， 并 无 原则 上 的 不 同 。 这 意味 着 在 任 一 sr 子 空 词 中 热力 学 状态 的 变化 可 
看 成 是 对 应 于 特定 的 内 部 组 组 状况 下 《{ 内 变量 被 固定 在 确定 的 值 上 ) 的 可 闭 系 统 的 变化 ， 因 
而 前 而 甘于 可 逆 系 统 的 分 析 方 法 全 部 适用 了 于 该 子 空间 。 

我 们 仍 从 热力 学 第 一 定律 的 左边 写成 Pfaffy 型 来 开始 我 们 的 证 明 ， 利 用 ( 1*3 ) 式 可 将 
(3.30) 式 展开 为 


HE 人 所 日生 
=~dT+ od | i 一 语 i 二 过 " 
Ey 7 3 %i 十 到 gi— Kd 0 {3.317) 


上 式 左边 显然 是 Pfaffy 型 ， 它 的 局 部 可 积 性 ( 即 a9; = 0 时 的 可 积 性 ) 可 由 Carathéodory 定 
理 的 下 述 推论 来 得 到 
推论 ，Pfaffy 型 Yidyi 局 部 可 积 的 充 要 条 件 是 在 与 ?点 同一 子 空间 s 的 邻 域内 存在 一 点 
p“， 它 不 能 沿 干 述 方程 组 确定 的 路 径 来 达到 
Yi(y, Gdy:= 0 (3:32) 
dq.= 0 w=1, 29 Mm (3.33) 
方程 (3'33 ) 是 该 路 径 位 于 子 空间 szr 中 的 数学 描述 。 把 读数 学 推论 引用 于 式 (3.31)， 显 然 意 
味 着 该 路 径 是 绝热 的 和 可 逆 的 ， 因 而 根据 公理 二 及 其 相应 的 和 解释， 我 们 确信 存在 着 一 个 积分 
分 母 C 了 ，x:，9s ) 和 一 个 削 数 7 ( 了 ，x;，9:)， 使 得 下 式 成 并 


dE BE ‘dx.= *34 
2 + 和 dx Kdxi GQdn dg， (3 2 


趟 中 的 一 至 及 其 下 标 表明 7 的 增 量 是 在 内 变量 9. 作 为 参 变量 有 保持 常数 得 到 的 。(3*34) 式 是 
确定 粹 作为 不 可 逆 系 统 中 状态 变量 了 了 、*; 和 4. 的 状态 函数 的 数学 描述 ， 即 9 -3( 了 ，x* 
4 ) ，a = 1，2，*…m。 这 一 描述 立即 得 出 下 述 一 些 重要 的 结果 ， 将 《334 ) 式 的 右边 展 
开 得 到 


dE 日 筷 四 ay ' , 

人 Taxi (了 dT + di) (3.35 ) 
因而 有 

3 三 /37 = 8407/2T 《3*36 7 

Xi= OE — O00 dx: (9397 ) 
如 果 引 入 下 列 三 式 表达 的 变换 

X= i i =.1, 2, ,6 i3380 ) 

gs = 三 1s 2, "my I (3+38 b } 

如 = 人 7， Xi td,.) C390) 
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ed Jr- 人 Pi 阁下 卫 


使 6 成 为 下 征 温度 的 独立 变量 ， 并 引信 另 一 称 为 Helmholtz 自 由 能 的 状态 函数 $(x,， 6 ，9.) 


功 二 万 ~ 站 【340 } 
再 利用 (3,36) 和 (3.37) 式 可 得 
X= 0/0x: | ov (C341 ) 
2 .0p 。 
9 了 = 一 六 ,9, (3.42) 


式 中 a=1, 2 '"*, m 

这 里 值得 注意 的 是 尽管 这 个 系统 是 不 可 逆 的 ， 但 自由 能 轨 却 起 着 一 个 广 妆 势 的 作用 ， 应 力 和 
炳 的 数 慎 可 以 由 它 对 相应 的 应 变 分 量 和 温度 求 偏 导 数 而 求 出 ， 因 此 在 建立 本 构 方 程 时 区 是 极 
为 重要 的 。 另 外 《3+:41) 和 (3+42) 式 虽然 与 (3.26) 和 (3:27) 式 在 偏 叶 数 形 式 上 相 局 ， 
但 是 它们 有 着 重要 的 区 别 。 在 前 者 的 情 视 下 自由 能 是 参数 式 节 依赖 于 操 个 内 变量 4.， 它 在 
(3:41) 和 (3.42) 式 的 求 鱼 过程 中 保持 常数 。 而 (3'26) 和 (3*27) 式 与 内 变量 无 关 ， 它 只 适宜 于 
可 道 系 统 。 利 用 式 《 21.3) 和 (2+4)，《34T ) 式 可 变 为 有 限 变 形 下 的 应 力 计算 公式 


Si = 20p/ 8C7 |, gq, (3*43 ) 
或 Sr = ap/ BE rr, 0, 9 G1 C3*440 7) 
在 小 变形 下 即 得 

Gi 日 攻 /D8 (3.446 ) 


式 中 时 计 每 单位 未 变形 体积 的 Helmheltz 自 由 能 密度 。. 由 式 【3'44a7， 引 可 看 成 己 ola- 
孜 irchho 芋 应 力 汪 7P 的 广 呈 势 图 数 。 
作为 方程 (3.41 ) 和 (3.42 ) 的 结果 ， 我 们 得 到 


上 = Xx + 0 站 /89。 9 《3*45 ) 
从 上 起 可 见 ， 在 等 温 条 件 及 g。= 0 的 附加 约束 下， 内 具有 可 以 加 收 的 纯 能 量 的 物理 含义 。 事 
实 上 在 上 述 条 件 下 ， 如 果 系统 从 应 变 状态 x'" 变 化 至 应 变 状 态 x!。 则 系统 自由 能 的 增加 
为 


(2) 


Xi 
Ay = | Xdx (3.46 ) 
wi 


而 如 果 回 复 到 原来 的 应 变 状态 ， 央 % =%:*”， 册 显然 有 A = 0 ， 即 能 量 回 收 了 。 
以 上 的 结果 ， 我 们 可 总 结 为 下 述 定理 : 
定理 ， 对 任 一 个 经 受热 力学 过 程 的 不 可 逆 系 统 存 在 一 个 称 之 为 “ 箭 ”的 状态 图 数 ， 以 及 
由 它 而 得 出 的 “自由 能 ”的 状态 函数 。 后 者 起 着 一 个 广义 势 作 用 ， 以 至 作用 于 该 系统 的 应 力 
及 坑 的 数 慎 大 小 可 以 由 它 通过 求 相应 的 偏 导数 而 得 出 。 
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da 四 


8$ 8.4 Clausius-Duhem 不 等 式 


宾 经 典 热 力学 中 我 们 有 下 述 极为 重要 的 基本 假设 一 一 Kelvin 假 设 ， 它 可 和 投 述 如 下 ， 

宇 等 温 条 人 忻 下 ， 和 如果 不 捞 动 或 使 则 界 变 形 ， 就 不 能 对 系统 作 功 。 

联系 着 刚才 进行 的 甘于 自由 龙 的 讨论 ， 我 们 亲 以 将 该 假设 改 为 下 述 公 度 

公设 ， 在 等 温 条 件 FF， 如 果 无 搅动 时 ， 带 有 稳定 边界 的 自由 能 不 能 增加 。 

这 一 假设 的 正 衫 性 是 十 分 明显 的 。 否 则 的 话 ， 身 由 能 的 增加 就 可 转化 为 功 《 如 果 4. 为 党 
数 就 能 爹 部 回 欢 了 ) ， 于 是 该 系统 变 成 了 无 穷尽 的 能 源 ， 并 由 此 可 创造 出 永 动机 ， 而 这 是 不 
可 能 的 。 由 此 假设 出 发 ， 我 们 可 得 出 于 分 重要 的 Clausius-Duhem 不 等 式 。 事 实 上 在 等 式 
(3,35 ) 的 两 边 各 加 上 ay /ageas， 并 注意 到 式 (3*31 ) ，(3.41) 和 (3.427 就 可 得 到 

8 一 @Q= -ph (4°1) 

等 式 的 右边 开明 所 研究 的 热力 学 局 部 微 系统 的 自由 能 的 变化 是 在 等 温 ， 固定 边 界 及 无 电磁 力 
等 造成 内 部 檬 动 《 应 变 为 零 ) 的 情况 下 变化 的 ， 因 而 根据 刚才 的 公设 


时 | ,= (4.2) 
由 《< 4:1) 式 推出 : 

7 >Q/0 (Cd'3) 
《4.3 ) 就 是 著名 的 Clausius-Duhem 不 等 式 。 , 
《 411) 式 的 右边 肯定 为 正 ， 设 以 的 ; 表示 ， 其 中 7, 六 0， (4.4) 

J OP pr 。 
则 有 ?| = -ag. qs = — On (4:5) 


将 C4'5) 式 代入 《4:1) 得 到 

dn = dQ/ + d= dn + dy (4d*6) 
由 起 可见 ， 不 可 逆 系 统 丧 的 增加 ， 可 由 两 种 完全 不 同 的 方式 产生 。 等 式 的 右边 的 第 一 部 分 即 
本 ,， 旦 从 外 部 流 人 该 系 统 的 丧 。 而 第 二 部 分 即 dy,， 则 是 由 于 系统 内 部 的 不 可 道 变化 而 产生 
的 ， 对 不 可 赣 系 统 它 始 线 大 于 零 ， 它 反映 着 炳 只 会 产生 不 会 消灭 的 自然 规律 ， 对 可 逆 过 程 则 
等 于 零 。 即 有 

dn 0 {de7 3 
( 等 号 仅 适用 于 可 逆 过 程 》 
将 (4,5 ) 式 代入 ( 41 ) 得 到 不 可 逆 系 统 塘 的 组 威 如 下 

dn= dQ + dy (418) 
至 此 为 止 ， 我 们 可 以 用 与 经 典 热力 学 第 二 定律 完全 平行 的 表述 来 总 结 我 们 关于 连续 介质 微 系 
统 @; 的 灶 的 存在 性 的 研究 ， 可 参看 信 "1 的 扔 述 。 

7 常 称 为 塘 产 率 ， 而 八 ; 则 表征 车 耗 散 功率 ， 由 式 《4.5 ) 可 知 在 使 内 变量 组 获得 增 量 

的 过 程 中 所 耗 获 的 功率 与 功 应 为 

bi= ay /29.90 (4:9) 


dm = — oy/ 84.d 9 0 (4:10) 
(《 式 中 &= 1， 2，-… m) 

注意 到 内 变量 g. 的 变化 是 完全 独立 ， 因 此 于 述 不 等 式 应 对 每 一 个 内 变量 g 的 变化 都 成 立 ， 车 
引进 租 应 于 dq 运动 的 广义 内 摩擦 力 Q'， 则 显然 有 

QV = -0 /0g., (4:11 ) 
及 Qa 0 . (4:12) 
这 里 将 44. 改 为 49iws 是 强调 相同 的 符号 a 不 耕作 和 ， 而 Q'" 是 由 与 44 物 成 耗 散 功 的 共 轿 项 
而 内 一定 区 的 , 它 既 不 限于 只 有 具有 通常 的 摩 接力 的 物理 内 家 ,也 不 要 求 它 必 须 具 有 力 的 因 次 。 
从 再 章 中 我 们 可 以 看 到 内 变量 一 般 应 吉成 二 阶 张 量 的 形式 ， 相 应 地 广义 内 摩擦 力也 应 表 成 二 
阶 张 量 的 形式 ， 因 而 有 


Qir dg, 2 0 (C4.13) 
Q ,= -2 《4.14 ) 
Bg? 


其 中 QQ 是 相应 于 第 a 个 内 变量 在 总 方向 分 量 的 变化 对 应 的 广义 肉 摩 扩 力 。 式 (4'12 ) 或 


{4.13) 是 以 内 变量 形式 表述 的 Clausius-Duhsm 不 等 式 的 
派生 形式 。 


附注 ， 式 ( 4.9 ) 所 表示 的 仅 是 彤 产 率 外 的 一 部 分 ， 即 
由 内 部 不 可 逆 变 形 产生 的 炳 产 。 物 体 的 热传导 过 程 即 热 量 和 
体内 高 温 区 流向 低温 区 并 不 断 使 温度 均匀 化 的 过 程 同 样 是 一 
个 不 可 逆 过 程 ， 它 也 使 丸 增加， 因而 同样 存 在 与 此 过 程 相 图 8.1 热流 矢量 
应 的 断 率 。 现 求 这 一 部 分 精 产 率 。 ( 图 中 内 西 出 x 方向 的 分 量 ) 
取 无 爱 小 单元 体 如 (图 8 1 ) ， 由 于 不 考虑 内 部 耗 散 , 单 元 体 的 总 雯 路由 外 部 供 热 产生 。 


设 热流 矢量 为 h， 内 热源 为 9， 则 dj 时间 内 通过 单元 体 界 面 及 由 内 热源 传 给 单元 体 的 热量 为 
Os 
Ya 


dO= C—O gy ddxs - Sdxdxdxs— -Das dysdxdxs + 
bo OX 


da pdmdxdxs)dt 
这 样 ， 瞬时 构 形 中 ， 章 位 体积 的 总 塘 变 化 率 为 7 = dQ/ C0dxdxdxsdt)， 面 单位 变形 前 体积 
计 的 总 炳 变化 率 为 ( 未 计 内 耗 散 ) 


"= 2, dQ ~- PE- 0 0 hs 
Tp Bardxdxdt ht 0 pe (pg — hs) 


单位 变形 前 体积 由 外 部 作用 产生 的 炉 的 变化 率 为 ( 参见 (9:5"12) 式 》 


> Poo hy ro og, 
ne 08 (pg hiss} + pe gi 


因此 ， 热 传导 引起 的 炉 产 率 为 


这 一 结果 可 以 这 样 解释 ， 设 为 稳定 过 程 ， 因 而 单元 体 的 状态 变量 包括 了 、 尹 等 不 发 生变 化 ， 
并 设 边 界面 流 进 流 出 的 热量 dQ@ 相 等， 由 于 流 人 的 边界 上 其 温 认 Ti; 高 于 流出 的 边界 上 的 温度 
了 T,， 因 而 流 人 的 粹 4Q/T ;小 于 流出 的 粹 dQ/T,， 但 单元 体 的 炉 不 变 ， 可 见 内 部 有 .产生 。 

于 是 ， dy 总 的 炳 产 率 与 温度 6 之 积 为 


Gn, = Eg. + 59:) (4.15 ) 


但 对 我 们 经 常 处 理 的 实际 问题 来 说 ， 宇和 让 的 是 由 于 可 逆 变 形 造 成 的 丧 产 率 ， 即 


8 8 5 Onsagefr 原 理 
由 上 节 式 (4.9)、(4'11) 我 们 易于 得 到 与 填 产 率 密切 相连 的 耗 散 功率 的 下 述 表 达 式 


b= SQ gly (5'1) 


a™l 


即 它们 可 以 表达 成 广义 内 摩擦 力 Qi? 与 内 变量 变化 率 qi? 之 积 ， 这 种 情况 只 是 更 为 广泛 的 不 


可 逆 过 程 〈《 如 热传导 、 扩 散 、 化 学 反应 ， 粘 性 流动 和 渗流 等 ) 的 一 个 特例 。 在 一 般 销 况 下 可 
以 用 坑 产 举 写 出 为 


ni =  JxXKx0 (5:2 ) 
Kk 


(K=1,，, Dp + ) 


趟 中 ，Jx 称 之 为 第 玉 个 广义 流 ( 例如 化 学 反应 中 的 反应 率 和 不 可 滥 变 形 中 的 gq/ ), Xx 
为 租 应 之 广义 力 ( 如 化 学 反应 中 的 厅 合 力 及 不 可 逆 变 形 中 的 广 闵 摩擦 力 Q'”) 。 这 里 再 次 强 
调 上 趟 中 “.” 表 示 物 质 导 数 ， 而 等 号 仅 适 售 于 可 逆 过 程 ， 此 时 我 们 有 
Jg= 0 = 《 可 赣 过 程 》 

在 分 析 不 可 逆 过 程 时 ,了 x 与 苹 x 的 关系 是 十 分 重要 的 。 很 自然 地 人 人们 可 假设 广义 力 与 广 交 
位 移 之 间 的 关系 在 一 定 范围 内 是 线性 的 ， 这 一 假设 得 到 宏观 现象 的 证 实 ， 故常 称 之 为 现象 学 
关系 。 其 中 特别 重要 的 是 在 这 些 关系 中 系 孝 之 对 称 性 ， 它 常 称 之 为 Dnsager 原 理 ， 可 以 综合 
叙述 如 下 ， 

如 果 能 够 恰当 地 选择 广 闵 流 Jx 和 广义 力 关 &， 使 得 每 单位 时 间 的 精 产 率 可 以 号 为 


Pi = 六 Juxx EKE=1;,2,"*,In 
K=1 
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且 广 义 流 Jx 能 由 现象 学 关系 表 成 广义 力 Xx 的 线性 齐 次 函数 


Tk = 六 LxiXi (5.3 ) 
= ， 
则 过 数 乍 阵 工 xz 是 对 称 的 ， 即 有 | 
Lrri= Lix 5*4) 
我 们 首先 用 各 向 异性 晶体 热传导 的 例子 来 说 明 这 一 关系 ， 在 热传导 中 广义 访 是 与 热流 矢 
县 上 成 比例 的 ， 而 广 沁 力 则 是 与 温 府 梯度 gradT 成 比例 的 ， 其 间 的 关系 可 以 用 现象 学 关系 表 
示 如 下 : 


ha= Lun i 和 

aT aT a7 
入 -ge th 27 + Le 82 C5"5) 
hs = Ls a 十 Ls + Los 


有 有 趣 的 大 是 精 绍 实 验证 明 ， 即 使 允 ， 了 了 ， 之 轴 与 晶体 主轴 不 重合 ， 其 系数 对 称 关系 
Lrri= Lix LK=],2,3 
仍然 成 立 。 
Onsager 原 理 也 被 用 来 描述 几 个 不 可 逆 过 程 的 相互 干涉 ， 例 如 在 一 维 热 扩 散 中 ， 温 度 场 
度 8T/3x 与 浓度 梯度 3G /ax 可 看 成 广 久 力 ， 它 们 不 仅 造成 各 自 对 应 的 广义 流 ， 即 热流 通 量 io 
和 质 流 通 量 fs、 而 且 还 通过 下 式 表 达 现 象 学 规律 互相 影响 


ho= LaT /Bx + LdG/ Bx 》 《5.6 7) 
Fe = LidT /9% + L0G/ Ox 


式 中 工 .: 用 米 描述 浓度 差 对 热流 通 县 之 影响 《 Dafout 效 应 》， 上 Ls1 则 用 来 描述 温 度 差 对 质 这 


通 量 的 影响 《Soret 效 应 ) ,而 式 《5'6) 中 的 第 一 、 二 式 则 可 看 成 是 计 及 了 这 些 影响 的 修正 
Fourier 热 传导 定律 和 Fick 扩 散 定律 。 根 据 Onsager 原 理 我 们 有 
Ls = Lal 


现在 我 们 米 看 Onsager 原 理 在 研究 不 可 滥 变 形 中 之 影响 ， 其 现象 学 关系 天 现 为 广义 摩擦 
力 和 ?与 办 变量 人 六 变化 率 之 间 的 下 述 线性 关系 


dq 


QQ = be 7 {B47 ) 


上 式 表明 Q 和 不仅 与 dt /dt 有 关 ， 而 有 与 内 变量 其 它 分 量 的 变化 率 dq 名 /dt 线性 相关 ， 
显然 系数 519 ,表示 的 正 是 44 欠 /di 对 Q 爷 影响 的 现象 学 关系 中 的 系数 ， 反 之 如; 则 表示 
ddfP /dt 对 Q 季 影响 的 系数 ， 根 据 Dnsager 原 理 ， 应 有 
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bi = O04, : (5.8 ) 


Onsager 原 理 是 经 典 不 可 逆 热 力学 的 一 个 基础 , 它 使 不 可 逆 热 力学 的 研究 大 大 简化 ,但 近 
年 来 人 们 对 这 一 原理 的 有 效 性 存在 着 争论 ， 这 是 因为 一 方面 只 有 存在 “ 流 ” 与 “ 力 ” 的 基 种 
恰当 选择 时 才 是 正确 的 ， 另 一 方面 已 经 发 现在 有 些 不 可 逆 过 程 中 它 将 造成 较 大 误差 。 


习题 
8*] 变 在 连续 介质 中 的 某 点 。 其 形变 率 六 1 与 应 力 张 量 5 分 别 由 于 述 矩 阵 给 出 


1 6 4 4 0 -1 
V ,=| 6 3 2 1, gj=[9 -2 7 


4 2 5 -1 7 8 
试 决 趾 该 点 之 上 应力 功 率 0 ,了 ii。 
8'2 在 某 些 连续 介质 力学 河 题 的 处 理 中 ， 为 了 分 析 方便 起 见 ， 常 假设 


= yt iD) 
Gi = 0 + oi (a) 


式 中 ， oi 中 是 守恒 的 应 力 张 量 ,而 of 是 靳 散 应 力 张 量 ， 在 这 一 应 力 分 授 的 假设 下 ， 能 量 方 
程 可 写 为 


e = 六 e+ oe + a 。 《如 ) 


车 设 of = VkyV kg;， 试 通过 形变 率 张 量 广 ;的 不 变量 来 表示 其 不 可 地 新 散 功率 。 


8.3 对 下 述 二 维 的 Pfaffy 型 ， 找 积分 分 谋 #9《 %，y )》 所 必须 满足 的 向 分 方程 
dQO=MCx, yydxt Nix, ydy 
8*4 试 由 表征 热力 学 第 一 定律 在 er 子 空间 局 部 可 各 性 的 式 《3.35 ) 去 推导 式 ( 4*1) 
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第 九 章 粘 弹 性 理论 


粘 弹 ( 塑 ) 性 流 变 材料 本 构 方 程 和 响应 特性 的 研究 十 分 重要 ， 除 了 它 在 材料 工程 、 管 道 
运输 工程 、 地 下 工程 、 核 动力 工程 及 生物 力学 等 方面 的 重大 应 用 价值 以 外 ， 它 对 于 建立 许多 
近 拒 连续 介质 力学 的 概念 和 方法 论 也 是 十 分 重要 的 。 实 际 上 近 民 许多 不 同 的 研究 方法 和 思想 
《 例如 内 变量 理论 和 不 可 逆 热 力学 的 引入 ， 公 理化 的 方法 等 ) 都 与 粘 弹 ( 塑 ) 手 等 流 变 介质 
的 研究 紧密 相 联 并 由 此 发 展 起 来 。 本 书 中 我 们 以 粘 弹 性 体 为 对 象 ， 综 述 各 种 方法 于 一 章 ， 以 
图 使 有 关 本 构 和 力学 响应 等 方面 的 知 误 深化， 综合 化 和 普遍 化 。 

本 章 我 们 先 讨论 各 类 连续 介质 在 突 加 载 背 和 /或 渐变 故 敬 下 的 响应 特性 ， 以 便 通 过 对 比 
和 概括 更 好 地 掌握 流 变 介质 的 特点 。 接 着 研究 了 机 械 元 件 模型 的 响应 特性 和 微分 型 本 构 方 
程 。 特 别 是 讨论 了 松 驰 时 间 的 物理 意义 。 在 89'3 中 讨论 了 遗传 型 瞳 龟 模型 ， 从 输入 及 响应 函 
数 间 的 关系 上 阐明 材料 的 遗传 和 记忆 和 函数 《 特 手 ) 的 概念 ， 并 与 理论 电工 和 控制 理论 中 的 传 
输 函 数 ( 特 竹 ) 进行 了 某 种 类 比 ， 进 而 叙述 了 B oltzmann 普 加 原理 ， 接 着 讨论 了 差 核 记忆 函 - 
数 的 时 间 平 移 性 及 材料 的 衰减 记忆 原理 及 非 回 返 公理 。 在 此 基础 上 讨论 了 各 向 异性 粘 弹 体 的 
本 构 方 程 及 独立 的 粘 弹 材料 函数 的 数目 ， 并 从 而 得 出 各 向 正 交 蜡 性 与 各 向 同性 材料 的 本 构 方 
程 ， 前 者 在 复合 材料 的 分 析 中 有 应 用 。$9.4 集 中 讨论 了 含 内 变量 的 不 可 北 热 力学 方法 ， 通 过 
模型 示例 得 出 了 连续 介质 小 变温 ， 小 变形 下 力学 量 与 热学 脐 打 合 的 本 构 方程 。$9*5 则 集中 介 
绍 研究 本 鬼 关系 的 公理 化 系统 ， 特 别 是 Coieman 意义 下 的 简单 物质 的 概念 ， 及 由 理 性 热力 
学 得 出 的 关于 本 构 关系 的 结论 ， 由 于 客观 性 原理 的 重要 性 还 专门 对 此 原理 进行 了 较为 广泛 和 
诬 入 的 讨论 。 


$9.1 流 变 介质 与 其 它 连续 介质 力学 特性 的 
区 别 、 研 究 意义 和 方法 


各 种 连续 介质 在 载荷 作用 下 的 响应 特性 存在 着 很 大 的 差别 。 在 第 斑 章 中 我 们 已 对 席 克 四 
体 和 牛顿 流体 的 本 构 方 程 作 过 初步 讨论 ， 现 在 得 从 响应 特性 上 分 别 对 各 种 连续 介 质 进行 分 
析 ， 了 以便 通过 对 比 和 概括 更 好 地 掌握 流 变 介质 的 特点 。 
洲 性 固体 ” 它 在 突 加 应 力 t 作用 下 将 产生 突然 的 应 变 ， 而 在 连续 变动 的 应 力作 用 下 将 产生 连 
续 谈 化 的 应 变 。 印 载 时 ， 应 变 优 复 ， 一 般 无 耗 散 :但 也 有 弹性 体 ( 例如 充填 橡胶 ) 虽然 印 坟 
后 能 儿 何 局 复 ， 但 仍 存 在 耗 数 ， 这 称 之 为 Mullias 效应 ,是 由 于 微 结构 损伤 《如 填料 与 其 粒 
之 闻 产 生 孔 际 ) 而 造成 的 。 以 上 特性 分 别 表示 在 (图 931 的 ( a。 》、( 台 ) 和 ( ¢ )) 中 。 
和 牛顿 流体 与 非 牛顿 粘性 流体 。 突 然 加 载 引起 突 加 的 应 变 率 以 造成 连续 流动 (图 9"2〉; 变化 
、 的 应 力 造成 变化 的 应 变 率 《Y=hr( f ) ) ， 结 果 造 成 应 变 是 应 力 史 的 函数 
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非 规 性 弹性 体 
MuLLins 歼 应 


{bi ite) 


图 9,1 弹性 固体 让 应 力作 用 下 的 网 应 特性 


y= | df = [hr ft ydt : (1:1) 


这 意味 着 应 变 值 不 仅 取 决 于 当时 的 应 力 慎 z( + )， 而 更 重要 的 是 取决 于 应 力 的 历史 或 路 径 ; 
-后 客流 体 务 荔 肝 既 无 应 变 恢复 区 无 热力 学 人 恢复， 所 供给 的 能 量 转 化 为 流体 内 能 以 克服 内 部 阻 
力 ， 最 后 转化 成 热能 损失 了 ， 因而 是 一 不 不 可 着 的 热力 党 过 程 。 


Pr 


非 牛顿 粘性 流体 与 牛顿 菠 体 的 最 大 区 别 ， 是 其 粘性 系数 不 再 保持 常数 ， 即 存在 下 述 关系 


T =p) {1:2) 


随 C 9 ) 的 特性 不 同 又 分 为 ， 拟 塑 
流体 ( 或 触 变 体 ) ， 它 的 粘性 系数 


上 随 ?增加 而 减 小 ， 越 捞 越 省 力 0 
(如 血浆 )， 贝 粘 流 体 ( 和 触 条 


体 )，p 随 7 加 大 而 加 大 ， 越 抄 越 ， 


稠 ， 也 有 (7) 开 始 时 是 无 穷 大 ， 
然后 再 保持 常数 ， 这 就 是 刚 塑性 牛 
顿 流 体 ， 它 只 有 在 r >r, 后 才 会 产 Y 
生 切 应 变 (如 泥浆 ) 。 

粘 弹性 体 ”其 应 力 响应 介 于 弹性 体 
与 牛顿 流体 之 间 。 如 果 施 一 窗 加 应 
力 则 产生 突 加 的 弹性 应 变 并 随 之 以 0 
连续 的 流动 (图 9.3(a))y) 施加 


[站] 
em 
Wad 


图 8.2 帖 性 流体 在 载荷 作用 下 的 嘛 应 特性 


变化 的 应 力 则 造成 变化 的 瞬时 应 变 和 瞬时 应 变 率 ， 结 果 造 成 应 变 是 应 力 历史 的 食 数 :部 栽 
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rh 


后 弹性 应 变 立 即 恢复 并 血 之 以 依赖 时 间 的 恢复 ， 但 一 般 不 能 完全 恢复 原状 ， 存 在 着 热力 学 的 
损 还 ， 因 而 是 不 可 逆 的 过 程 。 

帖 弹性 在 工程 中 应 用 较 广 泛 的 是 线性 粘 阐 性 体 ， 它 的 特点 是 在 任何 瞬时 下 载荷 与 变形 之 
词 保持 线 性 ， 但 应 为 与 应 变 的 比值 ， 妈 其 模 量 却 随 着 时 闻 和 和 频率 而 变化 《但 模 量 与 当时 的 应 
力 和 应变 值 无 英 ) 。 如 以 《图 9'3( 56》 ) 为 例 ， 往 任 一 瞬时 1 ， 我 们 有 ， 


随时 间 的 | Yl 
恢复 


Ye | 
总 t 心 t1 t 
， {a cb) 
图 9.3 粘 弹 性 体 在 载荷 作用 下 的 响应 特性 
上 Ta 页 Ti 
SD TECt (1:3) 
A AYI (1 


一 般 粘 弹性 体 在 小 变形 时 常 可 近似 假设 为 线性 粘 弹性 体 ， 本 章 讨 论 的 就 是 线性 粘 弹性 体 。 

筹 性 体 其 应 力 啊 应 是 与 应 变 率 无 美的 ， 即 在 不 同 的 应 变 率 作 用 下 ， 其 应 力 应 变 曲线 一 。 
是 一 样 的 ( 图 34 ) ,这 是 它 与 帖 弹性 仁 及 粘 前 性 体 的 根本 区 别 ! 其 次 是 印 载 时 存在 着 线 余 变 
形 ， 其 邹 载 应 力 应 变 曲 线 与 抽 载 应 力 应 变 曲线 不 重合 ， 应 力 将 是 应 变态 史 或 加 载 路 径 的 图 


杂 

， 契 
(Eye6sy63) 
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tl 
t 
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(a) 加 9.4 塑性 体 在 应 力作 用 下 的 响应 特性 ( pb ) 
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数 ， 这 些 构 成 了 与 韭 线性 弹性 体 的 区 别 ( 图 9.48 ) 。 
粘 塑性 体 它 的 应 力 啊 应 与 应变 率 相 甘 ， 部 载 时 有 绑 余 变形 ， 共 粘性 抗力 不 再 与 应 变 率 虽 线 
性 关系 ， 基 本 特性 与 非 牛顿 流体 很 类 似 ， 不 过 一 个 是 辕 体 ， 一 个 是 流 。 

这 里 顺便 指出 的 是 ， 虽 然 就 粘 弹 ( 粘 塑 ) 固体 与 牛顿 《 非 牛 顿 ) 流体 的 应 力 应 变 关系 的 
形式 而 言 ， 辐 体 与 流体 之 间 存 在 很 多 相似 之 处 ， 但 它们 的 属性 吉 有 着 很 大 的 区 别 ， 流 体 有 无 
穷 多 种 可 能 的 初始 构 形 ， 而 固体 则 共有 一 种 自然 构 形 ， 在 松 驰 实 又 条 件 下 ， 流 体 中 的 应 力 可 
以 完全 松 驰 而 消失 ， 而 固体 应 力 松 驰 后 趋向 稳定 值 以 使 构件 维持 平衡 ， 流体 中 的 力学 响 避 一 
上 般 是 各 向 同性 的 ， 而 固体 则 可 以 是 各 向 异性 的 ， 另外 ， 用 途 不 同 ， 在 工程 上 对 固体 与 流体 提 
出 的 分 析 要 求 也 是 根本 不 同 的 。 通 常 拒 用 流体 光 法 处 理 的 流 变 问题 于“ 流 变 学 ”， 放 固体 
力学 处 理 的 流 变 问题 则 如 上 所 述 称 之 为 粘 塑 性 或 
粘 弹性 力学 。 

概括 起 求 说 ， 访 变 物质 有 了 两 个 最 显 沙特 点 : 
一 个 是 里 变 ， 即 在 恒定 应 方 下 应 变 随 时 间 不 断 发 
展 的 现象 ， 它 道 常 包含 好 (图 9'5 ) 所 示 的 三 个 
阶段 ， 即 蜂 变 开始 阶段 < OAB) 、 蠕 变速 率 保 持 
不 上 谈 的 稳定 发 展 阶 段 <BC) 和 不 稳定 的 破坏 价 
段 <CD )， 如 果 在 此 和 破坏 阶段 中 和 即 载 ， 则 不 仅 
可 观 宰 到 很 大 的 类 塑性 残余 变形 ， 而 且 其 弹性 校 
肯 亦 将 远 小 于 初始 加 载 时 的 弹性 模 有 量 ， 此 即 虹 变 图 9.5 由 变 的 三 阶段 
损伤 现象 : 另 一 特点 是 应 力 松 驰 ， 即 保持 应 变 不 变 时 应 力 随 时 间 逐 丝 降 低 的 过 程 。 蜘 变 和 松 
驰 造 成 变形 过 大 或 紧 固件 的 和 松 脱 ， 危 害 较 大 ， 对 二 塑料 和 高 漫 金属 的 设计 是 必须 加 以 考虑 
的 。 

烙 漳 性 的 研究 大 约 始 于 1865 年 KKelrin 的 工作 ， 他 为 卡 诺 主编 的 大 英 百科 全 书 拣 写 
# 热 力学 第 二 定律 ”时 ， 用 金属 、 林 材 、 棉 线 和 橡皮 进行 握 摆 实验 ， 他 从 振动 衰减 现象 中 发 
现 ， 材 料 并 不 完全 服从 虎 克 定律 ， 前 必须 引 人 粘 性 影响 来 考虑 材料 的 内 耗 ， 从 而 提出 了 现在 
以 他 命名 的 弹 知 一 阻尼 器 的 并 联 模型 来 模拟 这 种 现象 。 以 后 Maxwell 186? 年 提出 了 弹 得 
一 一 阻尼 器 的 串联 模型 ， 接 着 Boltzmann 1874 年 提出 了 各 向 同性 线性 粘 弹性 的 三 维 理论 
Rayleigh 1877 年 将 线性 阻尼 引入 弹性 体 振 动 方程 ，19 世 纪 林 叶 Voigt 进一步 发 展 了 粘 弹 理 
论 ，1909 年 Yolterra 又 把 Boltzmann 原理 推广 到 各 向 异性 固体 ，1928 年 Bingham 提 出 了 
流 恋 学 ( Rheology ) 这 - -名 间 。 但 是 早期 的 帖 弹性 研究 只 在 少数 物理 学 家 和 数学 家 手中 进 
行 ， 并 未 引起 工程 界 与 力学 界 的 广泛 注意 ， 发 展 比较 缓慢 。 近 年 来 ， 由 于 化 纤 、 塑料 、 建 筑 
材料 、 聚 合 物 材料 及 复合 材料 的 发 展 ， 以 及 石油 运输 、 机 械 中 的 高 温 技术 、 核 动力 技术 、 限 
尼 结 构 设 计 、 地 质 构造 、 地 下 工程 和 水 工 结构 的 力学 响应 和 稳定 性 的 分 析 〔 联系 于 滑坡 、 韦 
方 各 瓦斯 突出 等 安全 问题 ) ， 生 物力 学 中 软组织 和 生物 汁液 的 力学 特性 及 航天 技术 中 国体 推 
进 剂 的 研制 等 都 促使 人 们 给 予 流 变 学 及 粘 弹 〈 塑 ) 性 理论 以 足够 的 重视 。 在 理论 上 ，Biot 于 
1954 一 1959 年 首先 成 功 地 将 经 典 不 可 逆 热 力学 与 内 变量 理论 引 人 到 车 弹性 理论 中 。 而 特别 慎 
得 提出 的 是 理性 力学 学 派 作 出 了 很 大 的 贡献 ，Noll ( 1955 ) 、Rivlin 和 Fricksom 《1955、 
1959、1960 ) 通过 不 变量 发 展 了 有 限 变 形 理论 ，Coleman 和 Noll( 1959、1960、 1961) 等 发 
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晨 了 含 记忆 材料 的 本 构 理论 ， 特 别 是 Coleman 在 1964 年 发 表 的 “具有 记忆 材料 的 热 力学 ” 
一 文 对 这 一 门 科学 的 发 展 更 起 着 重要 的 影响 。 

现代 流 变 学 可 分 为 理论 流 变 学 、 微 观 访 变 学 、 应 用 流 变 学 和 实验 流 变 学 等 许多 分 支 。 本 
章 则 仅 限 于 用 唯 象 学 的 方法 ， 研 究 粘 弹性 材料 的 本 构 方 程 。 


8$9.2 ”机械 元 件 模 型 、 微 分 型 本 构 方程 
IT。 Maxwell、Kelvin 和 标准 线性 神 型 


现在 我 们 仿照 Maxwell 和 Kelvin 当年 的 方法 ， 用 机 械 元 件 来 找 拟 粘 强 性 材料 的 力学 隔 
应 特性 。 这 些 模 型 是 由 弹簧 与 牛顿 阻尼 器 组 全 1 


而 成 的 ， 它 们 分 别 以 符号 s 和 灿 表示 之 。 5 工 
Maxwell 流体 ” 它 是 如 (图 9'6 ) 给 出 的 弹簧 


与 牛顿 阴 尼 器 串联 的 模型 。 弹 鞭 的 仲 长 5; 由 


虎 克 定律 决定 图 9.6 Maxwell 流体 
es=0o/F (2.1) 
阻尼 器 的 速率 ss 由 牛顿 阻尼 定律 决定 ， 
es= of/ (2.2) 
式 中 ，7 为 牛顿 阻尼 系数 。 我 们 显然 有 
E81+eg (21390) 
及 p= Se (C2.36) 


将 式 ( 2.1 ) 对 + 微分 后 得 到 的 es 与 式 ( 2.2) 表示 的 ss 一 起 代入 式 (2,36)， 得 


要 可 , 

到 十 站 一 所 2:4) 
或 改写 成 

+ 有 = 【257 
以 下 我 们 将 看 到 对 微分 型 棱 型 ，-- 般 可 写成 下 述 标准 形式 

ae Ga Eg te (26 
比较 式 ( 215 ) 与 (2.6 ) 可 见 ， 对 Maxwell 模型 ， 只 有 Pi 与 不 为 夫 ， 我 们 有 

U + pO = qe {2.78) E 
且 Dr=9/E=rr, d= (2.76) 


起 中 r。 称 为 Maxwell 模型 的 松 驰 时 间 。 

Kelvin 固体 ” 它 是 由 《图 9*6 ) 给 出 的 弹簧 与 阻尼 

器 并 联 的 模型 。 我 们 显然 有 下 列 三 式 表 达 

的 平衡 、 几何 和 物理 关系 ， 国 9'7 Kelvin 国体 
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Of + Or=0 (2.8) 


€1= E14=8 (2:9) 

ga = eas Gs= Ees {2:10) 
欧式 (C2:9)、C2110) 代入 {2:8) 得 

v= Ee+ne 《3*11) 
与 式 《2.6) 比较 后 可 写 出 干 述 标准 形式 

Tqerge C2:12) 


起 中 8 = 三 9 = 以 下 我 们 将 看 到 Kelvin 模型 的 挫 驰 时 间 * 也 等 于 粘性 系 数 与 弹性 模 

量 之 比 ， 为 与 Maxweil 模型 相 区 别 ， 特 给 它们 附 以 下 标 臣 ， 则 得 
rx=N0/E (2:13) El U 

标准 线性 回 体 ” 它 是 由 一 Maxwell 元 件 

与 另 一 弹 移 并 联 而 成 ( 图 9'3) 。 

对 Maxwel 元 件 我 们 有 式 《2:4) 表 示 


的 下 述 关 系 

e=0/B+o/ (2'14) 
由 平衡 方程 及 变形 谐 调 条 件 显然 有 ， 图 9.8 ”标准 线性 固体 

m=0- Ee (2°15) 
微分 上 式 得 

oo0~ Ee (2.16) 
将 武 ( 2.15 ) 与 {2:16 ) 的 ol 与 oy 代入 式 ( 2.14 ) 的 右边 ， 我 们 有 

Oo+no/E, = Et (1+ E/E)Yse (2.17) 
写成 标准 形式 有 

G+ pc=goetrge ‘2:18) 
起 中 D=Te=n/E, , go =E, 《2*19) 

“=Ero, ro=9( 志 +- 六 ) (2°20) (2121) 


te To 是 引入 的 两 个 常数 ， 也 称 之 为 标准 线性 固体 的 松 驰 时 间 。 

I 。 端 变 固 度 和 松弛 模 量 、 三 种 机 型 的 响应 特性 

为 了 求 得 各 种 机 械 模型 的 力学 响应 就 必须 求解 上 述 常 系数 线性 微分 方程 组 ， 量 有 效 方法 
是 采用 Laplace 变换 ， 它 的 优点 在 于 将 物理 平面 + 上 函数 了 的 微分 运算 转换 为 拉 普 拉 斯 平 
面 s 上 子 的 代数 运算 ， 这 样 就 将 微分 方程 变 成 了 容易 求解 的 代数 方程 .函数 f( + ) 的 Laplace 
变换 是 由 下 式 定 义 的 

了 (es)= | fot)e "dt (2+22) 

它 的 运算 规则 及 从 s 平面 上 的 象 函数 去 求解 原 函 数 的 方法 可 戎 见 有 关 数 学 书籍 。 当 1( + ) 或 
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它 的 导数 在 + = 0 处 有 奇异 性 时 ， 就 需要 选择 是 取 0- 或 0 * 作为 积分 下 限 ， 以 便 确 定 下 述 


形式 的 导数 公式 中 50) 的 取 其 
Lfety=- fio)rs Fis) 


Lefertyl= -00)-sFKO+eF(s) 

在 我 们 处 理 的 大 多 数 情 况 下 ，f 之 0 时 函数 了 为 零 ， 
我 们 下 面 将 取 0_ 作为 积分 下 限 , 以 便 使 式 (2:23) 中 
所 有 的 了 及 其 导数 在 零点 的 值 为 零 ,这 样 (#) 的 # 阶 导 
数 的 Laplace 变 换 就 变 为 5S" f(s )。 对 零点 处 函数 间断 的 
精 况 ， 常 可 采用 阶 路 函数 二 ( t 和 脉冲 函数 5 (+ ) 来 简化 
运算 (图 89)。 这 两 个 广 具 国 数 的 定义 及 其 主 要 特 性 可 
列 出 如 下 。 

定 交 ”脉冲 函数 由 下 列 两 式 定 哆 


D (ft)=0 t 寺 0 1 
® | oydt=1, e>0) J 
阶 跃 通 数 互 (+ ) 则 由 式 (2.10) 定 义 ( 图 3,9) 


f 1 ti 
| 1 
H(if 一 和 ) = | 3 1 三 二 (2*25) 
\ 0 t <to 
基本 性 质 为 ， 
一 二 一 一 上 图 9 音 
S(t 一 可) = GH 1 -tt) (2*26) 


上 (to) 若 记 在 了 内 
堵 轴 在 二 外 


fC) 6 Ut -yd | 

1 (0 
(GCT 一 四 = 于 (8 一 轴 ) 

函数 五 (t+ ) 与 弘 +) 的 Lapiace 变换 分 别 为 


LCHCtYI=1/s 
ZiGtt7I= 1 


另外 我 们 要 记 住 对 于 本 和 F(t) 与 (+t) 的 善 积 积分 
f(t sftt) = | fh dh 


-| ht A | 


的 Laplace 变换 可 表 成 每 一 函数 Laplace 变换 之 积 ， 即 有 
Left tf t= Lf tI Lf tt) 


《2 "23) 


脉 利 配 数 6tt 一 +,) 
与 阶 联 浮 数 H(t 一 t,) 


(2:27) 


{2:28) 


《2.29G) 


{2*29b) 


{2:300) 


(2.308) 
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下 面 我 们 仍 限 二 讨论 前 面 研究 的 三 种 模型 ， 对 式 (25 )》、《2*"11 ) 和 (2*17) 进行 Laplace 
变换 后 得 到 


als)=E(s)se(s) (2:31) 
式 中 玉 ( 5 ) 对 不 同 模型 有 : 
Maxwell 模型 ，E(s)=7n/(1+ra5) 2.320) 
Kelvin 楼 型 ， FlsyYy=F+resI/s (2.32b) 
标 谁 线性 固体 : 
Els)=[EB: +(E, + EI)TSI(E) +9S) 3 (2 32cC) 


式 《2:31 ) 表明 在 5 域内 的 粘 弹 性 本 构 方 程 ， 具 有 虎 克 定律 的 形式 ， 而 上 Cs) 是 由 材料 的 辕 
有 性 质 决 定 的 。 车 定义 sE(s ) 的 倒数 为 粘 弹 材料 的 传递 函数 
1 £6(5)_ZL[Ce(t)]_ 工 (输出 ) (2.33) 
SLSD) TS) LEo(tt)] 工 ( 输 人 ) 
忆 及 理论 电工 和 系统 调节 理 沦 中 传递 函数 有 与 之 相似 的 意义 ， 我 们 可 以 通过 它 将 粘 弹 性 力学 
的 分 析 与 理论 电工 和 调节 理论 的 分 析 联 系 起 来 。 
若 给 定 应 变 历史 se (fy， 由 (2.31) 式 可 得 应 力 响 应 为 
ot= LIFE (sys (sy (2.34) 
对 于 所 研究 的 三 种 模型 ， 只 需 将 式 (2 3 代入 上 式 ， 注 意 (2:29) 与 ‘(2.30) 的 逆 变 换 并 经 运算 
后 即 可 归 化 为 下 述 统一 形式 
o CD= EC ~ +r)Pdr 2.35) 


(+ ) 的 具体 形式 对 不 同 模型 不 同 
Maxwell 流体 


E(t1)y= Ee- AT H(t)y (2:36) 
Kelvyin 固体 

Ft)=16( ty+EH(tY 《2*37) 
标准 线性 固体 

EW=E, [ 1-( 1 -Ee )e' ]H(t) (2.38) 


五 (3 的 物理 意义 是 极为 重要 的 ， 我 们 可 以 确证 它 就 是 所 请 的 松 驰 模 量 ， 即 突 加 一 单位 应 变 
并 固定 不 变 后 应 力 的 松 驰 ， 事 实 上 车 在 + = 三 处 突 加 一 重 定 应 变 &,。， 邯 

= E01) C2".39) 
将 式 (2.39) 代 人 或 (2+35)， 并 注意 到 式 (2'27) 可 得 : 

of) =o | EC tr bndr-ek(t) 
故 Erty=o(t)/e, Coad400y 


EX E(t) 


0 ' 让 
(a Maxwai 风 性 (bb) Kelvin 册 M 体 ( 5c ) 标准 线性 固体 
四 9 1 放 力 松 驰 昌 强 


《图 9%10 是 根据 上 述 松 驰 模 量 忌 (f ) 夯 出 的 松 驰 曲 线 。( 图 9.T06 ) 对 应 着 Maxwell 模 

型 申 线 ， 由 式 (2"36) 及 【〈 轩 9410a7 可 见 其 应 力 o 随 时 间 + 按 指数 鼎 减 ， 当 tt 一 口上 时 ， 应力 

可 完全 松 驰 到 零 ， 反 映 荐 流体 的 特性 ， 故 读 模 型 你 为 Maxwell 流体 。 当 了 时间 t+ 恰 等 于 松 驰 
时 间 *。 了 时 ， 基 应力 go (rn) 与 源 来 的 应 力 0 的 关系 可 由 成 (2:3 申 确定 为 

o (ra) = 0,36790 (2.405) 


妹 约 为 原来 应 力 的 3 。 因 而 rw 旦 一 个 重 归 的 材料 参数 ， 它 就 是 我 们 在 第 一 章 学 论 中 谈 到 的 
特征 时 间 ， 若 zt 很 大 而 旁 察 的 时 间 很 短 ， 则 是 难以 观察 到 松 驰 现象 的 。( 图 9'I0S ) 给 出 
的 是 Kelvin 固体 的 松 驰 吻 应 ， 应 力 脉冲 96( + ) 意 时 着 为 使 人 slvin 模型 产生 单位 阶 其 应 
蛮 ， 必 须 施 加 无 限 大 的 点 力 脉 冲 ; 但 当 加 载 瞬时 过 去 后 ， 阻 尼 器 失去 作用 ， 弹 资 承 受 外 戟 卫 
国定 不 变 ， 这 反映 着 固体 特性 ， 故 因 之 得 名 。 而 图 (9'10c) 表示 的 标准 线 性 固体 帧 介 于 两 者 


间 。 
- 下 f 给 定 ， 则 在 = 城 为 的 应 变 响 应 可 由 式 42.31) 给 出 为 
efsy= J(syso(ls)y (2:419) 
式 中 jis)y=1/sE(s) cord18) 
在 域内 则 由 拉 氏 道 变换 求 得 为 : 
as Cty= Lirltsysots)) {2 42) 


将 式 (92,320，b, 0 ) 中 的 Bts) 代 入 式 (2:41 四 ， 然 后 再 代入 上 式 易 缠 证 ef) 可 表 为 下 述 
统一 形式 : - 


= 上 -rr) tod (2 43 
ety= {Td TAT . 2 43) 
且 有 JCf) 的 下 述 天 述 式 : 
Maxwell 流体 
,TOTOE+UNDHt) (244) 
Kelvin 国体 | 
Teity= l(t1i -eriH(t) C245) 


五 
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一 一 一 


标准 线性 国体 


JE[I-(1- ee (0 (2.46) 


仿 上 ， 很 容易 证 明 式 (2"43) 中 的 vt ) 就 是 所 谓 的 蠕 变 柔 度 ， 即 突 加 一 单位 应 力 并 保持 不 变 
后 变形 的 发展 ， 事 实 上 若 =0” 处 突 加 一 恒定 应 变 oo， 即 


og=oH(trt) (2°470) 
将 式 (2:46) 代 人 人 (243) 并 注意 到 式 (2:27)， 则 有 

et) =o T(t -ndndr=0t) (2:476) 

Tt)=ett)/o {2+ 470) 


出 此 可 确证 7 ) 是 娇 变 柔 座 。 《了 疼 9:11 }) 是 根据 式 (2:449-12:46) 辑 出 的 蠕 变 册 线 。 


(a) Maxwell 洪 栖 (tb) Kelrin 轿 体 (c) 杯 港 线 注 固 体 
图 9'11 是 变 曲线 

由 图 (9.11c) 可 以 看 出 Maxwell 流体 能 描述 弹性 效应 及 稳定 蟒 变 阶段 〈( 库 府 为 1/7 )， 
且 变 形 能 无 限制 发 展 下 去 ， 如 前 所 术 这 表征 着 流体 特性 ， 部 载 时 弹性 变形 立即 恢复 ， 然后 维 
持 形 状 不 变 《 图 中 虚线 所 示 ) 。 . 

图 (9.115 ) 表明 Kelvin 固体 加 、 仓 载 开始 时 ， 都 无 漳 性 响应 ，+ = 时 里 变 到 达 极 限 
慎 ofFk， 当 t=tx 有 时 ， 由 式 (2:45) 求 得 其 蜂 变 值 

eltr) =0.632100/Er (9rd7d) 

即 为 稳定 虹 变 的 63.2%。tx 电 是 表征 材料 动态 响应 的 特征 时 间 ， 车 力作 用 的 时 阅 远 小 于 特 
征 时 间 tx， 则 时 变 变 化 很 小 ， 因 而 在 通常 的 情况 下 ,人 们 蕉 以 现 察 到 地 这 的 里 变现 象 。 著 考 
察 的 时 间 很 长 ， 例 如 从 地 质 构造 的 长 远 周期 上 来 分 析 它 的 变形 ， 就 会 发 现 崇 看 也 在 流动 。 另 
一 方面 基 研 究 的 对 象 是 一 个 小 的 地 质 构造 或 煤 朋 ， 则 由 于 其 特征 时 间 tx 比较 小 ， 当 负 采 变 
化 时 (如 矿井 二 道 塌方 或 打通 煤层 ) 甚至 在 较 短 的 时 间 《 例如 儿 秒 到 儿 天 ) 也 能 观察 到 明显 
的 地 尽 蠕 变 〔《 如 说 坡 ) 或 由 于 地 应 力 重新 分 布 而 造成 玖 斯 沾 后 突 纪 等 现象 。 

图 ( 9.11c ) 表示 的 标准 线性 固体 的 特性 则 介 于 Maxwell 流体 与 Kelvin 固体 之 间 。 

本 ， 广 义 模型 、 动 态 响应 和 内 耗 频 谨 | 

实际 粘 弹 性 材料 的 烤 料 特性 和 耗 散 机 制 比较 复杂 ， 共 相应 的 特征 时 冶 可 能 有 很 多 个 ， 在 
不 同时 间 范 围 和 载荷 频率 范围 内 ， 它 们 所 起 的 作用 是 不 同 的 ， 因此 必须 采用 多 元 件 组 合 的 广 
义 机 型 才能 较 好 地 反映 粘 漳 性 材料 的 特性 。 图 C9"120 ) 是 由 多 个 Maxweli 模型 并 联 而 成 
的 ， 为 了 训 免 长 时 间 先 限制 的 流动 ， 在 其 左边 设置 了 单 狼 的 弹 鞭 Es， 称 为 Wiechert 模型 ， 
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图 (9:1268 ) 则 是 由 多 


个 Kelvin 檬 型 串联 而 Ee 
成 的 ， 称 为 代 elvin 链 、 
或 广 六 Voigt 檬 型 。 Ei nm 
它们 的 微分 方程 可 以 很 
容易 根据 几何 、 平衡 和 Ez Wa 
物理 条 件 而 求 得 ， 以 
Wiechert 模型 为 例 ， | | 
我 们 有 | 
已 三 El E25= Lb 
“ee EN EN 
(2.48) ™ 
J = SF ot Ee, ok 
(ta) Wiechert 模型 人 ) 广义 Ketvia 模型 
{2.49) : 图 9.12 广 六 微分 模型 
0; 与 6; 是 第 i 个 Maxwell 模型 对 应 的 应 力 与 应 变 ， 它 由 式 (2.5) 确 定 ; 
" -ad 
1 ,£ 三 ( 1 + = (1 tr )o, (2*50) 
将 式 人 (2.50) 代 入 (2 和 9) 得 
9 
# 
J 三 [E; 十 b> - 他 《2451) 
~ ltrs 
-一 只 LA 一 一 一 
57-(E,+ 之 ES {2:52) 
E, ,™ 1 
态 Fts)})= + 之 Tr 《2 53) 
下 
i (29154) 


E(t)=E+tD Fie 
如 果 在 式 (2*51) 中 把 部 分 分 式 型 的 算 子 表达 式 化 成 多 项 式 ， 则 可 得 式 (2"6) 给 出 的 标准 形 
式 ， 


T+HoGtpT t= setqet de fe 


或 写成 
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me mh th EE Lm eth mm 


素 9-1 线性 帖 弹性 机 要 元 件 模型 的 里 变 季度 和 松 驰 筑 量 


必 
E 
让 
El 
Es ] , | 
1 
E: 1 
Ey 
它 
UE 
mi 
E 
Es, ns 
人 1 
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名 称 大 数 式 
Maxwell 流 体 ph, = g, = 
Kelvin 同 体 = ,0 二 7 
EA EE 了 一 En 
Dl pr B's 五 + 1 EE: 
乱 参 数 固体 i 


津 套数 流体 


a 
p= BE = (1 + 人 ) 


p1= Hl, gg = 
_ + UE = 下 
DE Ev EE,’ 


地 
T= +Le 


T+hO= detq € 


G1 > pi 


a 1 e /") 


如 + 站 可 三 旦 1 如 + 
Pi 9 


[3 = 曙 
OO+pIG+DaT = Ye 十 
+ Gs € 


Dt dp 


pdd > pd + 


Tce= /9 
一 fTe 
Pi op / + ( 1-—-8 / ) 
3 2 和 4 
Di 
re= /do 
i 2 -ife ) 
+ 一 
! qt 
re= 3/ qd 
i 站 1- 
一 tiig 
+ T ~ e / )+ pj 一 
| 1 
BP2 
9, 
TR 
Te= G/L } 


Q R 
Pal 

Tae= Pi 

Got qo(t} 


Tr br 


| 


gsr lo 和 
Bl 人 二 (8 ti)e 


一 上 


之 pr 二 之 gk 可 (po= 1) {2.55) 


表 9-1 列 出 了 各 种 模型 的 柔 度 与 松 驰 模 量 ， 可 以 直接 查阅 。 例 如 对 图 (9.13) 所 示 的 模型 ， 
由 小 9- 1 奏 得 ， 
Po= 1, r= /EE 
Phi=rt= ?E+E,) Ei 
d= EB/ (PF +R), Y= oT, 
方程 为 : 
pug + DIO = que + qe (2.56) E2 
现在 我 们 讨论 粘 弹 烤 料 的 动态 响应 问题 。 这 
个 问题 之 所 以 重要 ， 是 因为 用 究 加 应 变 与 应 力 的 
方法 去 测 松 豫 寞 县 和 媳 变 柔 度 是 比较 困难 的 ， 且 


易 带 来 惯性 影响 ， 一 个 较 好 的 办 靶 是 输入 一 个 正 
纺 的 生变 荐 图 9.13 标准 线性 徐 泛 


E(t)=eei*! = et{cOmt +t snwt) (3-57) 
再 来 测 其 应 力 响 应 (0f )， 这 一 实验 极 易 在 可 进行 应 变 控 制 的 刚性 实验 机 上 进行 (如 MTS 系 
统 ) ， 而 应 力 o (+ ) 则 可 用 载 苟 传感器 测 得 。 为 了 从 实验 结果 中 获得 有 用 的 信息 ， 我 们 可 将 
式 (2:57) 代 人 式 (2*55) 中 进行 一 般 性 分 析 。 这 里 为 简明 起 见 ， 讨 论 图 (9.13) 所 示 的 标准 线性 
模型 的 动态 响应 河 题 ， 将 式 (2:57) 代 入 式 (2+56}) 得 

oo=[E' wm) + iR (mY) 《2"58 ) 
式 中 e 为 输入 的 应 变 正 蒜 波 的 振幅 ， 而 ce 则 是 下 述 应 力 响 应 正 野 波 的 振幅 ， 


ott)= oe"! 〔《 2-59 ) 
Elm) = (+ DIMOY + p10) (2:60 ) 
E(w) = (0 -PRO 1 + (p12) © 2°61 ) 
tgd= EO/E (oO) = (TV FIO +TTet’) (C962) 


式 ( 2.60 一 2162 ) 表明 忆 ' (8)，E”(w) 和 tg6 都 是 实数 ， 且 式 EE' 0) 给 出 了 实 部 模 量 ， 称 
为 存 贮 模 量 ， 瑟 (al) 给 出 的 是 虑 部 模 量 ， 称 为 损失 模 量 ， 幅 角 

在 = tg (E/E’) _ 
称 为 损失 角 ， 而 tg6 则 称 为 粘 弹 材料 的 内 摩擦 系数 。E” 或 6 角 越 大 ， 则 材料 获得 的 有 用 应 
本能 越 小 ， 表 明 损 耗 越 大 ， 又 它们 都 是 输入 频率 口 的 国 数 与 输 人 幅 值 名 的 大 小 无 关 ， 因 
此 玖 /Ex 和 tg6 表征 了 咎 弹 材料 的 动 态 力学 性 质 。 如 时 按照 式 (2*62) 瑟 出 t86 与 VTiT， 四 
的 关系 ， 则 得 到 粘 强 性 材料 的 内 耗 频 讲 , 示 如 图 (9*15) ,由 图 可 看 出 ，~ rm = 1 时 ,tg6 取 
极 值 。 我 国 金属 物理 学 家 万 庭 嫌 曾 对 材料 内 耗 的 研究 作出 过 重要 责 献 ,已 经 查 明 ,在 -tg9 曲 
线 上 出 现 很 多 峰值 ， 它 们 相应 于 某 些 具有 转 定 松 驰 时 间 ro 与 * 的 模型 ， 而 这 些 时 章 是 与 茶 
此 做 观 现象 相连 的 ， 因 而 关于 这 一 图 形 给 出 的 信息 《 联系 着 材料 的 松 驰 谱 ) 对 金属 结构 的 斌 
究 是 很 有 用 的 ， 这 种 内 摩擦 的 研究 在 金属 物理 学 中 是 很 有 意 多 多， 
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tgé 


fi 


型 3'14 损失 角 的 概念 图 9.15 内耗 频 谱 
$9"3 ”遗传 积分 型 本 构 方 程 和 记忆 图 数 


I. 刀 人 忧 《 记 忆 ) 型 路 和 意 寞 型 

由 弹簧 与 阻尼 器 构成 的 机 械 模 型 直观 性 强 ， 求 解 广 便 ， 应 用 广泛 ; 但 是 读 模 型 不 能 直接 
反映 粘 弹 性 材料 的 记忆 特性 ， 低 阶 微 分 型 模型 与 实际 材料 的 特性 相差 更 迹 ， 这 些 缺 陷 导 致 了 
另 一 种 较 直 接 的 遗传 积分 型 模型 的 出 现 。 后 者 把 粘 弹 性 材料 看 成 是 其 内 部 结构 和 作用 机 制 都 
不 清楚 的 暗盒 ( 图 9*16 》。 研 究 的 方 疲 不 是 去 届 想 该 暗合 的 特性 如 何 由 弹簧 和 阻尼 器 的 某 种 
组 合 来 代表 ， 而 是 直接 从 该 系统 的 输出 输入 关系 中 去 分 析 材 料 的 本 构 特性 。 其 关键 就 是 要 研 
究 输 出 与 输入 联系 起 采 的 记忆 函数 的 基本 属性 ， 如 89'2 所 述 这 与 理论 电工 各 控制 理论 中 的 传 
弟 函 数 的 情况 很 相似 ,但 那里 仅 局 限于 一 些 与 机 械 模 型 相连 的 特殊 类 型 的 函数 上 ， 而 这 里 讨 
论 的 是 较 一 般 的 情况 。 具 体 地 说 ， 设 有 输入 函数 作用 在 该 障 盒 ( 粘 弹 性 材料 组 成 的 系统 
wx 上) ,其 响应 由 输出 函数 来 描述 。 应 读 指 出 输入 锁 数 与 输出 函数 的 选择 不 是 唯一 的 ， 可 以 
用 应 力 函 数 吕 tt ) 作 为 输入 国 数 ， 应 变 函 孝 z(t ) 作 为 输出 国 数 ， 阳 可 以 反 过 来 选择 。 为 了 
稻 述 方便 超 见 ， 我 们 采用 e 《1 ) 作 为 作用 鹃 数 来 说 明 问题 。 粘 弹性 标 料 的 最 重要 特性 是 其 输 
出 函数 《 应 力 了 响应 g(t ) ) 具有 记忆 作用 ， 即 不 仪 对 + 时 刻 的 输入 C5 f)J 发 上 生 响 应 ,而 且 
还 对 + 了 时刻 以 前 的 必用 Ce (zy)、7T E 《一 oo， )] 也 发 生 响 应 ， 即 输出 国 数 应 该 是 输入 函 
教 沪 史 的 泛 函 散 ， 写 成 数学 公式 就 是 下 面 表达 的 泛 函 形式 ， 


~ 
gti)y= Ff cett, T (3.1) 


它 表 这 的 是 一 个 函数 灸 [作用 史 例 数 镀 se C+，T+)，T €《~co, + 22 与 当前 的 响应 o (之 间 
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的 关系 ， 而 不 是 通常 那 种 点 对 应 的 函数 其 系 。 师 便 
说 明 的 是 上 面 所 述 的 记忆 特性 是 从 响应 的 骨 度 上 来 暗 。 会 
看 问题 的 ， 如 果 从 作用 或 输入 国 数 的 角度 来 乔 输入 函数 输出 函数 
门 题 ， 则 可 将 粘 弹性 材料 的 这 种 特性 看 成 是 遗传 什 
用 ， 改 在 文献 中 遗传 材料 与 记 世 材料 ， 这 两 种 名 宁 
者 常 如 以 采用 。 图 9.16 遗传 型 暗盒 模型 

工 ，Boltzmann 全 加 原理 

面 我 们 用 一 维 粘 弹 性 系统 来 说 
明 与 污 原 理 相 连 的 基本 概念 。 设 作用 
函数 es《r ) 在 任 一 时 启 , 有 一 增 基 
Aasi tr 图 9:17》， 现 在 研究 它 对 
上 时刻 响应 国 数 增 量 Ac 之 影响 ， 根 
据 式 (3.1) 表 和 返 的 概念 ， 显 然 这 种 彤 
响应 读 是 上 与 两 者 的 轴 数 ， 隐 入 ,0 
(tf 7 表示 之 ;这 里 上 后 的 下 标 隋 强 
调 的 是 Ti 时刻 的 增 量 se 引起 的 ， 
由 于 所 研究 的 是 线性 系统 ， 则 作用 后 


E(TY ,Tt{— ee 名 rt) 


加 31:17 Boiectann 人 辽 加 原 亚 数 增 量 As tr) 与 其 对 应 之 输 出 函数 
增 量 .odt,T,) 闻 应 上 存在 下 述 的 比例 关系 
AT = E(t, Ti) NE, (Ti) {3.2) 


如 时 作用 国 数 在 时 九 上 之 前 (区间 0 和、t) 内 )》 有 一 系列 的 增 量 Air ?=51、2,，"， 
n 《图 9*17 ) ， 则 它们 对 于 当前 的 响应 ct) 都 有 影响 ， 共 一 般 形式 显然 可 以 写成 

加 (BE 一 人 人 TAB、 2 # {3.3) 
Boltzmann 假设 各 个 se 对 o (+t) 的 作用 互 不 影响 。 因 而 全 加 原理 成 立 ， 这 样 就 得 到 ， 


加 【二 Ai = 也 已 人 Fr Ae, ri) © 3:4) 
1=1 | 


当 作 用 函数 & 《7 连续 变化 时 ， 就 要 求 # 一 so， 这样 就 得 到 了 在 连续 的 应 变 忠 e (7+) 作用 下 
应 力 咯 应 的 下 述 表 这 式 
C(t)= Elt,n)delr)= | Et r ) 了 or 《 35 7 


后 一 等 式 仅 在 应 变 e 《7 ) 是 的 可 微 印 数 时 才能 成 立 。 式 (3'5) 表 示 的 就 是 线性 粘 弹 性 系统 
的 Boltzmann 辩 轴 原理 ， 它 也 可 将 式 (3, 和 进行 Taylor 级 数 展开 仅 保留 线性 项 而 得 到 (用 
去 展开 式 中 的 交错 项 ) 等 价 干 忽略 各 个 时刻 作 用 效果 的 相互 影响 。 

下 ， 时 间 平移 性 、 豆 减 记忆 原理 与 非 回 退 公 理 

三 (3.4) 中 的 天 ( 主 , Ty， 或 式 (315) 中 的 EE( +， ) 是 我 们 一 开始 就 强调 的 记忆 函数 或 
遗传 函数 》， 现 在 有 必要 来 研究 它 的 许多 重 疲 属 性 。 首 先 我 们 看 看 它 与 式 (2*35) 中 引入 的 
( 1 -+ ) 的 联系 与 区 别 。 不 难看 出 E(t ，r ) 也 具有 松 驰 刚度 的 意义 ， 它 表 这 了 在 + 时 刻 
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作用 一 单位 应变 并 保持 不 变 时 对 以 后 任 一 时 刻 上 的 应 力 的 影响 ， 事 实 上 若 在 不 时 刻 作 用 一 
并 加 应 变 

ME = MEopCTII HT CT- Ty;) 
则 由 式 (3， 4) 或 (3.5) 可 得 

Blt,T) = Ao )/ AerT,) 《 36) 
因此 表达 的 正 是 霹 时 刻 作 用 一 单位 阶 跃 应 变 引 起 的 应 为 松 驰 ， 怒 松 驰 刚 座 。 玉 Cf ,与 EB 
《ti -fy) 的 不 同 之 处 在 于 后 者 艳 是 前 者 的 一 种 特殊 情况， 一 般 说 王 (Ct，r ) 的 形式 会 使 差 
值 (+t - r* 相同 ， 但 + 值 不 疗 的 两 个 玉 昼 不同 ， 这 意味 着 两 个 规律 相 岂 但 作用 时 间 相 差 一 个 
常数 兵 的 应 变 中 etr) 和 er)， 不 能 造成 规律 相同 间隔 相差 为 乓 的 应 力 史 ofif > 和 oa 人 
即 尽管 有 


ex rT)=e(rt -KI (C378 ) 
却 不 能 对 应 力 推出 下 述 相 类 似 的 关 凶 式 
g(t jott-k) 37 


这 者 味 着 同一 材料 同一 载荷 方式 ， 今 天 作用 的 效果 会 与 明天 的 不 同 ， 我 们 称 这 种 材料 为 老化 
材料 ， 它 是 不 会 满足 时 间 和 平移 性 的 。 相 反 如 果 限 制 下 (+ ，r ) 的 形式 只 是 顺应 延迟 时 间 《 + 
-rr ) 的 国 数 ， 则 我 们 容易 证 明 时间 平 移 性 公式 (437 6 ) 的 成 立 。 事 实 上 由 于 8; 的 作用 时 间 
比 cl 的 作用 时 间 r 迟 了 无 ， 故 其 响应 应 分 别 由 下 式 (3 和 与 439) 给 出 


oat) EEC- re ar (C3.8) 
1 
ct E(t 1) ST)dr C3.9) 


在 上 式 中 令 t=f 一 尺 ， 则 有 
alt -Ky=| Ect -Kr ar (3,10 ) 


再 令 r = z -天 ， 则 式 人 3 10) 变 为 : 
ot -Ky=| ECt-r ) dr (C311) 


将 上 式 的 积分 变量 换 成 r+， 并 与 式 (3*8) 比 较 ， 即 可 确证 式 (3.768 ) 成 立 。 由 时 间 平 移 厅 变性 
的 概念 我 们 很 容易 判断 下 述 结论 的 正确 性 ， 即 对 有 营 核 的 线性 粘 强 性 材料 来 说 周期 性 的 应 变 
作用 将 si 起 周期 性 的 应 力 唤 应 。 这 里 提出 的 问题 大 既然 描述 粘 弹 性 材料 的 微分 型 本 移 方 程 能 
化 成 有 差 配 的 积分 型 本 构 方程 《 2'35 一 2"38 ) ,为 什么 还 要 直接 提出 遗传 积 分 型 的 本 构 方程 
呢 ? 这 里 除了 积分 型 方程 中 的 材料 函数 可 直接 引用 实验 结果 并 便于 推广 到 各 向 异性 材料 中 去 
以 外 ( 多 本 节 Y ) ， 甘 键 还 在 于 和 遗传 积分 型 的 本 构 方程 比 微 分 型 的 更 广泛 ， 可 以 证 明 如 果 积 


分 方程 的 核 可 分 离 变 量 ， 即 满足 退化 核 条 件 
Ett, ry St gr) (3'12) 


则 谍 材 料 才 可 用 微分 型 本 构 方 程 来 描述 ， 而 只 有 当 退 化 核 可 写成 进化 指数 核 时 ， 
147 


Btt—r) 
E(t,r)=ZEe ( 3:13) 


积分 型 材料 函数 才能 转化 为 常 系数 线性 微分 方程 式 。 

现在 我 们 继续 对 记忆 函数 已 (+ -rr ) 的 特性 进行 讨论 ， 火 量 实验 证 明 粘 弹性 材料 的 五 
( + 一 rt ) 是 一 个 随时 间 差 (+ -~ r ) 加 大 而 单调 递 碱 的 函数 ，〈 图 9-18 a ) ， 即 随 着 时 间 的 
推移 材料 的 现时 响应 受过 去 某 一 时 刻 作用 的 影响 越 来 越 弱 ， 或 称 记 亿 越 来 越 弱 ， 这 种 现象 被 
称 之 为 衰减 记 亿 现象 ， 也 称 为 衰减 记 亿 原 理 ( Fading Memory Principle)。 进 而 当 差 核 
(上 -tr ) 值 天 于 某 临 界 值 ts 后 (图 9'18g )， 材 料 对 + 时 将 前 的 记 亿 作 用 就 已 经 完全 失 
去 了 ， 因 此 可 以 把 式 (3,5) 中 的 积分 下 限 从 - oo 取 为 re， 车 改 取 * = -rer 作 为 时 间 的 新 
原点 ， 并 记 住 新 原点 处 的 作用 函数 。 (0,) 一 般 不 为 零 ( 图 9.185 )， 当 巨 为 差 核 时 ， 此 2 
《04) 造 成 的 应 力 响应 可 表示 为 


s(t) 


[| T 
(b) 
图 9.18 ” 豪 减 记忆 的 概念 
专 F(t -0JAc(0) = E(t eld,) ( 3:14) 
于 是 式 (3.4) 可 改写 为 
of 区 CDDe 0 + E(t- rer dr (3:15 》 
b oar 


上 式 是 一 种 Stieljes 卷 积 积分 ， 可 记 作 
o(1)= Erde (3°16) 


它 的 最 重要 性 质 是 具有 对 称 性 ， 即 五 与 < 可 交换 位 置 ， 由 此 可 得 
ott)= Erde=erdb 


-att) ECOV + elt rgd CC 317 ) 


车 作 变 量 代 换 = 圭一 T， 则 土 式 可 化 成 另 一 形式 


cs ett) 巨 (000)+| sr) -人 dr (C3:18) 


我 们 曾 指 出 过 也 可 各 应力 o (+ ) 作 为 输入 函数 ， 而 (+ ) 作 为 输出 函数 ， 则 代替 式 (3'5)、 
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en re 


(3:15)、，(3:16)、(317) 和 (3*18) 的 是 ; 


t 
et)=] it, r)-32 dr (3.19) 
et) to 0) tf Tt -rdr 《 9+ 90) 
0 
ett)= J#do 《3.21 ) 
eCt) od/ =oC tO) +o- HD ar (3.22) 
和 
= : 7 GE tt— 7) 了 ， 
ef) =o (0 + | ec ) 人 dr (3,23 ) 


式 中 了 是 蜂 变 型 的 记忆 尔 数 ， 称 为 蠕 变 柔 度 ， 如 式 
(2:47 c ) 中 的 了 (ff ) 一 样 描述 的 是 单位 阶 路 应 力作 
用 下 蠕 挛 变 形 的 发 展 。 它 随 差 核 (Cf 一 二 变化 的 典 
型 曲线 示 如 ( 图 9'18 qa ) 中 的 虚线 。 了 也 服从 衰减 
记忆 原理 、 当 (+ ~ r+) 超过 Ts 后， 不 管 以 前 的 载 
苟 史 如 何 都 不 会 对 现在 的 应 变 e《 + ) 产 生 影响 。 
现在 来 给 出 衰减 记忆 原理 的 数学 表述 。 巾 式 
(3:18) 和 式 (3:23) 及 《图 9'19 ) 可 见 ， 误 碱 记忆 要 


| EC) | 和 时 为 单调 递 丰 的 函数 ， 这 样 才 


ds 

能 做 淹 过 去 作用 史 2 (7 ) 或 5 (rT) 对 现在 输出 的 影 
响 随 时 间 向 过 去 的 推移 《 3 越 来 越 大 ) 而 越 来 越 多 
的 获 果 ， 当 汪 > 时 则 rc 以 前 的 访 史 对 现在 的 
输出 已 无 影响 。 因 此 寞 减 记忆 可 用 下 述 不 等 式 表 达 
< 


dt dat 


Lr dt 


or < 让 
t=t 


| at71 


同 9.19 ” 音 减 记忆 原 破 


ti > © 3.24) 


最 后 我 们 指出 在 所 有 积分 型 的 本 构 方程 中 应 满 是 {之 的 限制 ， 这 是 因为 当前 的 响应 只 
取决 于 以 往 的 历史 ， 而 未 来 的 作用 不 会 便 过 来 对 现在 产生 影响 ， 这 -大 家 承认 的 原理 被 称 之 


为 “ 非 辣 进 公 理 ”。 
Y。 里 变 柔 度 与 松 怠 神 最 间 的 关系 


为 了 求 得 了 (+t) 和 E(t+) 之 间 的 关系 ， 只 需 对 式 (3*16) 和 (3:21) 进 行 拉 氏 变换 ， 根 据 孽 


积 积 分 的 拉 氏 变换 公理 ， 我 们 分 别 得 到 ， 
gtsl=sE(s)ets) 
ets)=si{ts)o(s) 


C3.25) 
C 326 
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i nh a 二 攻 --iHeuAerxhfahSrmo 


由 上 两 式 容易 得 到 

TisyE(s)=1/s’ {3.27 ) 
利用 此 式 可 从 材料 的 一 种 性 能 参数 去 求 另 一 种 参数 ， 例 如 我 们 已 知 广 疼 Kelvin 模型 的 松 驰 
模 量 要 求 其 媚 变 秒 度 ， 则 可 将 式 (2"53) 的 王 (3 ) 代 人 下 式 


_ 1 
T= (gts ) 《3.28 ) 
即 可 求 得 
1 — 
_ 1 1 _ 1 A , 
(1) + SOE! e } (3.29) 
下 面 我 们 证 明 五 (fy 与 了 (CTf) 并 不 象 线 弹性 那样 互 为 例 数 ， 而 是 满足 下 述 不 等 式 
E(tJJ (HVE (3:30) 
为 了 证 明 上 式 的 成 立 ， 我 们 可 先 将 式 1.277 改 写成 
T (SIECs)s = C3.31) 
对 上 式 进行 拉 氏 逆 变 换 得 
人 T(t -redr- 1 (3.32 ) 
仿照 推导 式 (3.15) 的 思想 ， 上 式 可 变 为 
J CDBECOD+| TreoDdr= 1 (3.33a ) 
人 
根据 眷 积 的 可 变换 性 ， 上 式 可 写 蕊 
Jo 号 CD + 请 并 - re Dar 1 (3.336 ) 
容易 确认 下 式 成 立 
EC dr EC TE) Et) 10) 《3.34 ) 
v 各 


将 上 式 的 Y (0) 五 (1 代 人 人 (333 ) 我 们 得 到 
EBC) T(t)= 1+| CE EQ- NIM Ddr (3.35 ) 


根据 训 大 记忆 原理 ,已 df- )> 已 (0 而 季度 了 (+ ) 是 上 的 单调 递增 函数 (> 0 )， 
因而 上 式 中 的 积分 为 负 。 故 式 (3.30) 得 证 。 工 程 上 常常 定义 J( + ) 的 倒数 为 蠕 变 模 重 ， 由 式 
《3.30) 可 见 ， 这 比 松 驰 模 量 五 (上 ) 要 大 。 

V 各 向 异性 与 各 向 辐 性 材料 的 粘 弹性 本 构 方程 

当 我 们 把 推导 一 维 粘 弹 性 本 构 方程 的 方 法 用 于 推导 三 维 本 构 方程 时 ， 只 需 记 住 
Beltzmana 肥 加 原理 仍 是 适用 的 ，: 即 不 同时 刻 的 作用 效果 互 不 干涉 ， 可 以 璧 加 。 不 同 点 在 于 
输出 ( 响应 ) 函数 wii # ) 不 仅 与 对 应 的 应 变 分 量 ew( + ) 有 关 , 而 且 与 其 它 的 应 变 分 量 
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et 有关， 这 与 各 向 异性 弹性 材料 一 样 是 由 材料 本 身 的 结构 性 质 决 定 的 。 由 此 很 容 易 从 
普 加 的 概念 出 发 ， 写 出 类 似 于 (3.4) 那 样 的 家 迷 式 进而 得 出 等 温 非 老化 各 向 异性 粘 阐 性 材料 
的 下 述 本 构 方程 : 


t 
ii 人 (有 = 上 一 A dr { 3°36) 
及 eiitt) = f{ Tintt to— ra ?dr (3.37 ) 


式 中 Tni( +t) 和 瑟 iCt) 是 张 量 蠕 变 杀 度 和 松 驰 模 量 范 数 ， 它 们 也 应 进 守 非 同 运 公 理 和 愁 
减 记 忆 原 理 的 约束 。Eiinl 和 Jo ) 是 四 阶 张 量 ， 每 一 个 下 标 可 以 从 1 变 至 3， 因而 可 
组 合成 81 个 (31， 基 本 上 仿照 线 弹 性 力学 中 的 步骤 ， 可 以 证 明 它们 中 的 独立 常数 远 小 于 此 数 
目 。 首 先 由 于 应 变 和 应 力 张 量 的 对 称 性 ， 我 们 有 : 

Ein= Ens= Erint= Ests C3.38) 
即 每 对 下 标 C ， 站 ) 和 ( R， 1 ) 之 内 的 标号 可 以 交换 顺序 ， 这 使 独立 的 下 标 只 有 六 对 ， 
即 (1，1)， (1 2) 001，3) (2，2); (2，3) (3，3)。 这 意味 
着 对 与 对 间 的 独立 组 合 只 有 人 Y= 36 个 。 其 次 ， 对 粘 弹性 体 这 样 的 不 可 逆 系统 ， 同 样 存在 
Helmholtz 自由 能 密度 %， 它 起 着 应 力 势 范 数 的 作用 ， 使 得 


op (二 Ger 《3'39 ) 


由 此 从 售 内 变量 的 不 可 逆 热 力学 方法 出 发 ， 可 以 证 明 (参看 二 9.4 及 该 节 中 的 (4,33) 式 1)， 松 
驰 模 量 ija1( + ) 的 前 后 两 对 指标 同样 可 以 交换 ， 即 


Eoin(t)= Eini( +t) (3:40) 
若 将 36 个 系数 排 成 6 x 6 的 矩阵， 则 式 (3.4 人 意味 着 该 矩阵 是 对 称 的 
EuuEuwEusEBusbus 
Eww EmsEnnEwisE | 极端 各 
ssssEssis Bas1sEssss | 向 异性 
EswB wisaEiszs | 粘 弹 体 
~ Ew Es (3:41) 
~ 
Ess 


EE] 


这 政 明 即使 对 名 个 方向 弹性 性 质 都 不 相同 的 极端 各 向 异 性 粘 滋 体 ， 也 只 有 21 个 独立 常数 。 营 
假定 粘 弹 性 体 存在 一 个 材料 对 称 面 ， 且 在 任意 两 个 与 此 机 对 称 的 方向 上 材料 的 本 构 特 性 都 相 
同 ， 则 与 此 面 重 家 的 轴 称 为 材料 主轴 并 记 为 轴 3《 图 9"208 ?。 车 将 轴 3 反 号 则 引起 es 
gost 或 api ) 反 号 (图 9.208 )， 同 时 应 力 张 量 cis 和 5 * 也 应 尺 号 ， 但 其 余 的 应 力 和 应 变 
分 有 量 不 变 。 由 于 轴 3 正 负 疝 的 材料 性 质 相 同 ， 因而 轴 的 反 号 不 会 改变 材料 粘 弹 性 常数 各 分 量 
的 值 。 在 此 条 件 下 惟一 的 可 能 性 就 是 使 与 12s 类似 的 下 述 常数 为 零 ， 即 


1571 


Yia DD 


之 


6) 
图 83.20 具有 一 个 对 称 轴 的 铺 癌 
El = Es Ess = Eosis 
= Esys= Es= Es= Basag= 0 C342) 

这 样 具有 一 个 对 称 面 的 材料 ， 只 有 13 个 独立 常数 。 进 一 步 考 虑 正 交 各 向 异性 帖 弹性 材料 ， 即 
有 三 个 互相 垂直 的 材料 主轴 1，2 和 3 的 情况 。 设 车 用 同一 方法 分 别 便 转 2 轴 和 3 轴 并 使 强 
手 常 数 各 量 值 五 ;7 不 变 ， 则 容易 确认 除 结果 (3,42) 式 以 外 ， 还 有 ， 

En = Es = Essw= Ess= 0 《3*43 ) 
因而 正 交 各 向 异性 帖 弹性 材料 只 有 9 个 独立 的 材料 常数 。 常 数 矩 阵 变 为 ， 
EnE uw Es 0 0 0 


EzzzsErss 0 0 0 正 交 各 向 异 
as © 0 0 0 性 糙 弹 体 
Eli 0 0 《3"44 ) 
Eus 0 
Es 


车 进一步 考虑 柳 观 各 向 同性 体 ， 即 在 平行 于 平面 103 的 
各 个 方向 都 具有 相同 材料 特性 的 粘 弹 体 ( 图 3' 21)， 例 如 
成 晨 的 粘 弹 岩 体 就 属于 这 一 类 ,此 时 宕 而 103 是 横向 ,而 
轴 2 则 是 纵向 ) ， 由 于 工 方向 与 3 方向 的 材料 特 性 相 
同 ， 当 把 cs* 式 (参见 式 (3,36) 并 考虑 (3.42 式 ?中 的 ea 
-和 ss 的 数值 对 调 时 ( 轴 的 方向 和 其 余 应 变 值 都 不 变 )， 
则 对 调 后 的 cas 值 就 应 等 于 ou 慎 ， 民 有 下 列 等 式 : 


| ou dT + {Eas dr + [Eos Sdr 
= jaw Be dr+ Eu de dr+ {Es dr 图 9.21 横向 各 向 同性 体 


上 式 对 任意 的 ei so 和 sas 都 成 立 ， 故 必 有 : 
En= Es Eliss= Erg C3.46) 


《3"45 》 
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则 理 若 将 es 和 ss 的 数值 对 调 还 可 得 ; 

Eis = 五 zs Biol = Ess C 3*47 ) 
考虑 到 由 式 (3.46) 与 (4347) 提 供 的 三 个 条 件 ， 及 103 面 内 各 向 同性 特性 提供 的 一 个 条 件 故 构 
现 各 向 同性 体 的 独立 弹性 常数 只 有 5 个 。 

对 干 各 向 陪 性 体 则 沿 尾 一 方向 的 材料 性 质 都 应 相同 ， 故 2 方向 的 性 质 也 应 与 1， 3 方向 

相同 ， 这 样 又 可 附加 三 个 条 件 ， 即 

Ein= Es Er = Ess Buna= Es's 《3948 ) 
因此 各 向 同性 粘 弹性 体 的 独立 常数 进一步 下 降 到 两 个 ， 这 一 结论 也 可 直接 从 四 阶 各 向 同性 张 
基 的 下 述 表 达 式 得 到 


Bnitt) = A did 十 站 《全 + 6,10;,) [| 2 
式 中 40+)，2(t) 就 是 两 个 独立 的 粘 弹 性 科 料 常数 。 将 式 (349) 代 人 式 (3'38)? 可 得 
中 = 6 | MG 人 dr+ 2 (一 如 Oe dr 03,50 ) 


武 中心 人 f)，At tt) 为 拉 梅 松 驰 横 量 和 竟 切 松 驰 模 量 ， 利 用 有 关上 应力 应 变 的 全 量 与 偏 量 基 
系 ， 式 (3*50) 还 可 进一步 写成 : 


S(t)=2| pt -Pdr (3+51) 

ott)=3] Ket ~) dr ( 3.52) 
式 中 K(f)= 4 人) 二 全 () 《3"58 ) 
由 式 (3'51) 和 (3 52) 亦 可 得 到 其 反 演 关系 

giitf) = | {f— ) de C 354 ) 

Epntt) = fn dr C3.55 ) 


Jo 分别 是 剪 切 与 容积 里 变 柔 量 。 

式 (3.50) 一 (3.55) 是 很 重要 的 公式 , 虎 克 定律 和 牛顿 粘性 流体 定律 都 可 作为 它 的 特例 而 
得 到 ， 事 实 上 若 取 410f )，p ft) 和 开 (f) 等 为 常数 ， 并 分 别 记 为 4、F 和 天 ， 则 式 (3.51) 
一 3.53 分 别 变 为 


Ci = BAG THET 《 3506 ) 
Si = 2HEi 《3"57 ) 
Ohh = SK Ess 《 3.58 ) 


显然 式 (3.56 ) 一 (3.58) 表 达 了 虎 克 固体 的 特性 :车 令 P(t)= 26(t) 人 TD AS )， 
并 将 其 代 人 式 (3.51)、《43*527 和 (3"53)， 则 得 : 


sy = 2 eu. 《3.59 ) 
Gu = (34+20) dn 《3.60 ) 
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TE A A 


式 中 & 与 4 不 再 是 拉 梅 常数 ， 而 是 粘性 系数 。 式 
《3*60) 表 示 的 是 体积 粘性 ， 在 大 多 数 实 际 问题 
中 ， 它 的 影响 是 可 以 忽略 的 。 

以 上 在 甘于 非 各 向 同性 的 粘 弹 性 体 的 讨论 
中 ， 本 构 方 程 是 相对 于 材料 主轴 写 出 的 。 如 果 不 
是 主轴 ， 则 其 表达 式 虽然 复杂 一 些 ， 但 可 通过 些 
标 变 换 ， 从 主轴 的 表达 式 变换 过 去 。 这 个 问题 在 
复合 材料 等 正 交 异性 体 中 有 较 大 的 实际 意义 ， 例 
如 单 向 纤维 增强 的 复合 材料 板 ， 由 于 基体 多 为 逆 
料 等 高 分 于 有 机 体 组 成 ， 因 而 应 看 成 是 正 交 各 向 
异性 体 ， 且 常 关心 与 主轴 12 成 森 一 偏 角 的 轴 图 9.22 单 向 纤维 增强 的 复合 材料 
i172: 下 的 响应 ( 图 9 22 ) ， 在 达 种 策 件 下 藤 应 变 er 也 引起 正 应 力 ， 我 们 有 


+ de 1 ， Ge 
Ol -| Ef (一 号 -有 + {Ela tf- ) -ar dT 


ders 
EP dr | 《 3*61 ) 


/ 
+| Eunti—r) 


下 


日 Ba 
dt 
oT 


Bei i 
GT 十 | Emitt—r) 


O13 = Fisn(t -rt) BT 


et 3.62) 
+ EC 让 (363 


1 7 de 7 ' nt Be 1 
Ol -| El + ~-r) 元 7 dr + Erm t-—7 ) rr dT 


4 
O61 


dr’ {3.63) 


Br 


《 机 
+| Euntt— rt) 


其 中 带 上 标 ”省 是 在 1'z' 轴 上 写 出 的 量 ， 著 记 1’ 与 1 轴 间 的 夹 角 为 8， 并 令 mm=cos0， 
= sin9， 根 据 张 量变 换 规 则 、 容 易 由 主轴 中 的 wai 去 决定 Eijs1， 其 变换 公式 为 


(Ei | Im 2 pn mn rtn 

’ 4 生生 多 ri op E 1 

De 1 2 共 11 
4 E 

五， mi mt mn 一 omn 1 

1138 (C3164) 
Ei 一 Orme 一 二 全 计 和 ot 《1 和 一 ns Ee 
五 1 omn mn mn) 2 ann 一 rn) Ersr 


[Es (~2nm 2(nm— mn) 2m 2 一 TD) 
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89.4 含 内 变量 的 不 可 逆 热 力学 方法 


从 第 八 童 的 讨论 可 知 ， 内 变量 的 完整 集合 表征 着 材料 的 内 部 组 织 状 志 ， 它 的 演变 则 措 述 
着 不 可 道 过 程 的 发 展 ， 通 过 内 密 量 演化 规律 用 其 所 受 的 热力 学 约束 条 件 的 研究 ， 就 有 可 能 建 
立 粘 强 性 材料 的 应 力 应 变 关 系 。 

I .内 容量 方法 的 模型 示例 

为 了 宣 形 象 地 说 明 内 变量 的 基本 概念 和 通过 内 变量 芍 分 析 建 立 材 料 本 构 关 系 的 方 应 ， 我 
们 引入 一 个 用 内 变量 描述 的 机 械 模型 ,并 给 以 不 可 逆 热 力学 的 分 析 , 由 此 建立 其 本 构 甘 系 ， 不 
难 预 料 它 与 其 它 的 分 析 方法 得 到 的 结果 将 是 -~ 致 的 。 我 们 仍 把 烙 价 性 系统 看 成 是 一 个 瞳 合 ， 
为 了 确定 它 的 应 力 应 变 甘 系 ， 我 们 可 用 一 个 弹 得 年 和 一 台 应 寞 仪 来 分 别 测 出 其 应 力 与 应 变 。 
实验 的 记录 告诉 我 们 ， 在 相间 的 漠 得 丁 读 散 下 ， 将 出 现 不 同 的 应 变 仪 读数 。 这 说 明 对 粘 泣 性 
体 来 说 ， 已 经 没有 弹性 体 那 种 应 力 应 变 间 的 一 一 对 应 关系 了 ， 这 促使 我 们 想到 要 充分 描述 粘 
弹性 体 的 变形 必须 引入 附加 的 让 由 度 及 其 相应 的 广义 坐标 。 这 种 广义 举 标 的 内 在 含义 在 暗盒 
未 打开 前 是 不 易 搞 清楚 的 ， 但 它 的 引入 孝 
能 与 可 观测 的 应 变 一 起 来 唯一 地 决定 其 应 
力 响 应 ， 这 些 广 义举 标 就 是 我 们 指 的 内 变 
量 。 由 于 内 变量 的 变 化 度 耗 散 荔 ， 因 而 它 
应 与 耗 艇 元 件 密切 联系 起 来 ， 不 难 想象 对 
《图 3.23》 那 样 的 结构 ， 这 一 广义 比 标 
( 内 变量 ) 正 是 阻尼 器 的 位 移 ， 即 忆 点 
相对 于 五 点 的 位 移 9 。 现 在 我 们 用 不 可 闻 
热力 学 的 分 析 方 法 来 说 明 如 何 通过 g 去 建 图 9:23 ”内 变 最 的 力学 模型 
立 其 本 构 关系 。 疆 "3 已 述 及 在 等 漫 笨 件 下 表示 的 是 可 恢复 的 能 量 ， 即 由 下 式 表达 的 存 贮 在 
潼 先 中 的 应 变 能 ， 

= 2 Er’ + Ee gq) (4:1) 


布 不 可 北 烤 闫 所 对 应 的 耗 散 功 率 显 然 就 是 消耗 在 阻尼 器 上 的 功率 ,前 者 由 式 《 8:4.9) 为 091， 
后 老 对 牛顿 阻尼 器 应 为 阻尼 系数 户 与 速度 平方 之 积 ， 由 此 有 


bi = pq (4°2) 
式 (8:4.9) 与 式 (4*27 联 立 易 得 
ay/3g+ Hg= 0 (4.3) 
将 式 (4'1) 中 的 多 代入 上 式 我 们 有 
ua+ Eq= Ee Caddo 
用 拉 括 变换 得 
. Y= Els) 
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= 十 人 sel(s) 
由 此 gtt ;=) a -ea 
-| oic-rde 
~- 上 | 。 4 Fd ， 《4d4.45 ) 
奴 一 方面 由 式 48: 3 .44 的 我 们 有 
站 
= 渤 《 5) 
将 式 (4:1) 代 大 之 可 以 求 得 
r= E+E(le- 9) C46 


将 这 应 变 历史 下 示 的 9 的 注 化 规律 (448) 式 代 人 式 (4.6) 并 消去 内 变革 9 、 就 可 以 求 得 本 构 
关系 如 下 ， 


a( ft) = Eelt)+ El) EA) 2edr (4:7) 
式 中 二 避 /H。 上 世人 在 情 定 积分 带 数 时 ， 假 定 了 t= 一 = 吕 时 oc = = 9g = 0; 若 采 用 衰减 
记忆 大理 ， 并 如 巷 (3+15) 一 样 改写 坐标 原点 ， 则 上 式 可 改写 成 
ot)= Fe(t)t+t Ee gar (C 4:8) 


如 果 采 用 式 {2:19} 一 ( 2 21) 中 的 记号 ， 则 所 得 本 构 闫 系 与 只 纯粹 的 力学 分 析 中 得 到 的 结果 
《2"35 ) 和 (238) 式 完 企 - - 样 。 


， 小 应 变 、 小 变温 下 的 本 鬼 方程 * 
如 第 八 音 所 述 ， 连 续 介 质 中 的 Heimholtz 自由 能 应 是 应 变 张 量 5s、 温度 9 和 # 个 内 变 
车 9g ?9 的 函数 。 为 简单 起 见 ， 只 讨论 小 应 变 和 小 变温 的 情况 。 设 上 = 0 为 参考 状态 ， 其 自由 
能 为 mo， 且 有 on = 0;99= 0，80= 0， 再 设 世 为 相对 于 参考 状态 的 附加 自由 能 ， 而 9、 
是 相对 于 参考 状态 温度 加 和 炳 六 的 蛮 化 量 ， 几 我 们 有 


p= (e009, 0) a=1,2" C4'9) 
由 式 (8:3.446)， 及 (8:3.42) 可 得 

0ii = OP /beis 、 (C4100) 

X= -8 /789 (C4106 ) . 


如 果 我 们 假设 广义 摩 榨 力 Q'3 与 内 变量 的 变 化 率 dg 他 7 di 戌 比例 ， 员 则 有 


。 这 里 伤 照 Valanis 推导 内 时 本 构 方 程 的 方法 [32] 来 推导 精 弹 性 材料 的 本 构 方程 ， 为 耗 散 
型 材料 本 构 方 程 的 形式 不 变性 定律 [50]， 作 些 概 念 上 的 准备 ， 
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J np te te 


ago I dt ( 4'116) 
由 此 得 
dq 
a¥ + 自生 — : = (Cd:1ib ) 
pri ’ 全 


将 式 (4.9) 展 开 成 Taylor 级 数 ， 并 时 去 高 于 二 和 阶 的 小 项 。 出 于 党 款项 已 在 ,中 考虑， 而 线 
性 项 因 满 足 初始 条 件 必 为 零 ， 于 是 有 


了 了 LE 


+ Dugers + By, far: + 2 FH (4.120 ) 
注意 到 我 们 研究 的 材料 在 等 温 条 件 下 变形 时 ， 其 自由 能 都 将 比 自然 状态 时 增加 ， 这 意味 着 
Awhi 和 C' 中 ， 必定 是 正定 的 ， 且 由 耗 散 功 率 但 正 得 阻尼 系数 张 最 所 ,也 必 是 正定 的 。 另 外 ， 
因 4s 与 C31 分 别 为 上 中 性; 和 9 2 的 齐 二 次 项 的 系数 ， 因 此 总 可 使 得 .4i41 与 C3 对 前 
后 两 对 下 标 对 称 ， 而 根据 Onsager 原 理 ，6 1 也 是 对 前 后 两 对 下 标 对 称 的 ， 基 有 


Aisnt = ni Cogr ™ Chli,s be sr = bry,, CC 4.120 ) 


式 (4:10)、(4*11)、(4.12) 和 有 闫 热传导 的 方程 一 起 已 上 共有 是 能 的 条 件 来 推导 各 问 异 性 
材料 的 显 起 本 构 方 程 ( 参见 [ 1 ] ) ， 但 为 简明 超 见 ， 这 里 我 们 只 限于 推导 各 向 同性 粘 弹性 材 
料 的 显 式 本 构 方 程 ， 而 对 各 入 异性 村 料 则 只 给 出 结果 。 由 类 似 于 式 45:2'9) 的 各 向 闻 性 张 量 
表达 式 ， 我 们 有 


4 8566F 十 全 《GT+ Bnd) C 4130 ) 
Bs 

Biiar= Br 66sr + it + 01614) Cd4r136 ) 
C3 

Chu= Crdudrr + (do + Gdn) Cdrl3c )* 
bs . 

brs= bid + (dud t ds) Cd*l3d ) 


* 术 用 Onsageer 原理 的 黑 一 般 分 析 可 参见 Yalanis 论文 ， "Entropy, Fading Memory 
and Onsagi's Relations"™ J.Math,Phys, (1867)., 
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Di; = D6 :Er = E06, Ki = Kd 
特 式 (C4139-g) 代 人 人 式 (4'12])， 再 代入 式 (4:100、56} 可 得 ， 


T= DAT Br gs 
十 Big?, + Dd,; 
一 着 =0p /09 = Derrt EF 0, 十 五 入 


一 -一 一 Br pk 十 Baiei;+ Cd, ON 十 CY 好、 ， 
D9， 


+ E69 ta 不 作 和 ) 


{413e,f,9) 


¢ 4:14) 


(415 7 


{4.16 2 


将 上 式 代 和 人 {4*115)， 得 到 了 4957, 的 一 阶 线 性 微分 方程 ， 再 将 其 中 的 4 ?分解 为 偏 量 p17 和 


体积 分 量 9%;， 使 得 


gr; = PY + ge 


3 
就 可 将 得 到 的 微分 方程 分 解 为 黄 组 
可 GAN 
再 geke + Co qh +T 五 “中 + 六 一 一 = 0 
ta 不 求 和 ) 
dp 
Bieiit 让 + be = 0 
《 a 不 求 和 ) 
担 以 上 两 式 可 得 ， 
dh = — | gE dat espn lt Yat 
ba'o 
-二 ed (a 不 求 和 ) 
pe?" 
Bi ~! 
Dy = 一 | ee ar {不 求 和 ) 
ba"y 
符号 


Bi= 1 (3B+ BD), C= (CI+C3) 


1858 


nn 


< 4"17) 


《4*18G » 


C 4"185 ) 


(C4:19 ) 


C 4°20 ) 


-1 sy 。 
对 ,= (3A + A,), p= CI/ 5 
1 = Crf bs, b= (36 + 6 ) 


式 (4*14) 亦 可 分 成 偏 量 5S;; 和 静水 压力 0 两 组 ， 再 应 用 式 (4*19) 和 4.20)， 经 过 繁 元 
的 数学 推导 后 ,我 们 得 到 


su=2[ pf 的 Be -dt 4221) 


o = -| KG- td + | Dt ry BY dr (4,22 ) 


区 


一 - 生 -| rr Deng : | | 89 六 
pa 下 人 di + Et Hardt 《4"23) 


2 。 
24(t) = {4,- -ui CC 4dr24 
2 
BiB" Be 
K(t)= (4 DB)H()+ DB ei (4.25 ) 
“CC1 ” Cr 
Bs 吓 可 亚 
D(f)=(D- 卫 )H t)+ > tat C4"26 ) 
”os "Cs 
FOD)=(F -BEE (+SEE et (4.27 ) 
” Co ” Cs 


式 (4' 红 1) 一 《4:23) 表 明 温 度 的 变化 将 对 静水 压力 和 粹 有 影响 ， 但 对 偏 应 力 5S;; 无 影响 ， 若 是 
等 得 条 件 则 (4.217 与 (4422)? 式 就 与 上 节 中 得 到 的 式 (3-53) 与 63540) 一 样 。 不 过 这 里 给 出 了 
核心 函数 的 形式 ， 特 别 值得 注意 的 是 由 于 C 和 8 为 正 ， 导 致 5，、25 CS 和 CC3 者 为 
正 ， 因 而 ps 与 4 都 大 于 零 ， 这 意味 着 式 (4.21) 与 式 (4*22) 中 的 核心 孜 数 与 前 节 中 的 记 亿 函 
数 一 样 具有 豪 三 记忆 的 特性 ， 不 过 在 这 里 是 根据 内 变量 的 概念 从 数学 推导 刊 出 的 结果 ， 而 在 
那里 是 从 衰 威 记 亿 原理 提出 来 的 。 

对 各 向 异性 粘 弹 性 材料 ， 用 含 内 变量 的 不 可 道 热力 学 方法 求 得 的 内 变 重 演化 规律 和 显 式 
本 构 方 程 如 下 ， 


BID + EW 1 
gg31 = 一 一 eho es (rydr— 一 一 | 。 e ia 8 C 428 ) 
be, - bs 
下 自 ijh! po 
t E 
ou= [Evatt-n -ae drr| Falt -rade (4°29) 
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式 中 


= CHR/ o>0 CC 4.30 ) 


Bn Be BoBas 
Estd= (4 BAD et C4.31) 
“ 人 人 
局; 1 下 Ei i BE", 
FH =(Di -了 一 一 二 一 en (4.32 》 
Fr 位 < 人 


直上 | 


由 于 4.> 0， 豆 各 向 异性 烙 弹 性 材料 同样 具有 衰减 记忆 特性 。 注 意 到 式 (4'125) 所 指出 的 对 
称 性 可 见 ，EE ;sik 1 ) 同 样 对 前 后 两 对 下 标 具 有 对 称 性 ， 即 
Eart t+ )= Enist 1 }o CC 4.33) 


8$9'5 ”研究 本 构 关系 的 公理 化 方法 


本 节 介 绍 本 构 方 程 的 公理 化 体系 和 Coleman 意义 下 的 简章 物质 及 其 本 构 描述 ， 而 把 客 
观 性 原理 的 讨论 集中 在 下 节 中 进行 。 

本 构 方 程 描述 的 是 -- 类 物质 的 特殊 属性 。 它 用 来 和 普 适 定律 一 起 决定 该 物质 在 外 力作 用 
下 的 特定 响应 ， 因 而 这 里 强调 的 是 个 性 。 另 一 方面 ， 本 构 方 程 虽然 是 人 们 在 实验 和 经 验 中 对 
该 物质 特性 的 一 种 数学 上 概括 ， 但 是 在 面临 着 大 量具 有 复杂 力学 性 质 的 物质 和 复 染 力学 过 程 
的 邻 天， 要 使 这 种 概括 摆脱 狭隘 经 验 公式 的 束 继 ， 和 避免 由 现象 到 本 质 的 看 曲 ， 就 必须 研究 本 
构 关 系 的 菇 本 原理 ， 以 作为 分 析 和 戎 断 的 准绳 ， 这 里 强调 的 却 又 是 其 共性 的 研究 。 后 者 是 理 
性 力学 学 派 的 先驱 者 所 关心 的 中 心 问题 ， 他 们 从 作为 公理 的 必 不 可 少 的 基本 事实 出 发 ， 运 用 
严格 的 数学 演绎 ， 企 图 去 建立 与 基本 的 力学 和 物理 规律 不 相 了 矛盾 的 普遍 的 本 构 法 则 或 称 公理 
系统 。 理 性 力学 学 派 所 代表 的 这 一 认识 论 和 方法 论 上 的 发 展 具有 深远 的 意义 ， 有 人 把 它 喻 为 
十 埃及 度量 尼罗河 三 角 洲 土地 面积 时 的 认识 实践 上 升 至 平面 几何 公理 化 系统 的 努力 ， 历 史 
证 明 后 者 不 仅 能 避免 经 验 性 几何 度 景 中 的 狭隘 性 ， 而 且 葛 定 了 其 它 学 科 发 展 的 基础 。 

到 现在 为 止 人 们 提出 过 不 同 的 公理 化 体系 ， 在 这 里 我 们 先 列举 下 面 三 条 ， 在 叙述 上 也 数 
了 一 些 变动 : . 

(一 》 确定 性 原理 *， 物 体 在 时 世上 的 状态 和 行为 由 物体 在 该 时 刻 以 前 的 变形 史 和 温度 
史 所 唯一 决定 。 

(二 ) 局 部 作用 原理 。 物体 中 任 一 点 在 {时刻 的 状态 和 行为 只 由 该 点 任意 小 邻 域内 的 变 
形 史 和 温度 史记 确定 。 

( 三 ) 客观 性 原理 ， 物 质 的 本 构 方程 不 随时 空 参 考 标 架 的 变换 而 改变 。 

在 讨论 这 些 原理 时 ， 我 们 首先 要 明确 变形 史 的 含义， 明确 我 们 以 前 定义 的 变形 梯度 二 只 


， 对 有 内 部 运动 约束 的 物质 《 如 不 可 压缩 介质 ) 的 确定 性 原理 的 表述 ， 请 参看 [ 3 ]85 ,3， 
160 ， 


是 量度 变形 的 一 种 近似 ， 以 一 维 物体 为 例 ， 在 质点 夫 邻 域内 的 微 元 dX 在 + 时刻 的 长 度 为 


wR+dNR, Ty- x (Nr) 


Bx(X IT) 二 xtX, T) 。 
一 d+ 1 {dXy+: {5.1) 


由 此 可 见 ， 一 般 来 说 变形 是 与 各 阶 变 形 梯度 全 pp Ps … 有 关 的 。 但 实际 上 对 于 我 们 通常 


遇 草 的 连续 介质 来 说 ， 只 考虑 一 阶 变形 梯度 及 其 历史 已 具有 足够 的 精度 ，Noll (1958 年 ) 称 
这 样 的 物质 为 简单 物质 ， 它 的 本 构 关 系 可 以 概括 地 写 为 下 述 本 构 江 峭 的 形式 ( 式 中 于 是 芒 暑 
数 》 

cf ) = 于 (Fr( 7 )) FFE) ( 8:2) 


上 式 表明 简单 物质 内 任 一 点 X 在 + 时 刻 的 应 力 响 应 0( + )， 是 读 点 邻 域内 变形 梯度 史 F(r ) 
( -co<r<ct ) 的 证 国 数 。 在 本 节 最 后 我 们 将 证 明 实 际 上 它 应 是 变形 历史 的 省 函 因此 
Nol! 定义 的 简单 物质 可 认为 是 上 时 肇 的 应 力 由 该 点 邻 域 内 的 应 变 史 决定 的 材料 。 对 Noll 简 单 
物质 定义 的 批评 是 它 没有 考虑 到 温度 对 应 力 响 应 的 影响 ， 因 而 其 应 用 是 有 限 的 。1964 年 
Colemaa 提出 简单 物质 的 理性 热力 学 理论 [513， 他 推广 了 Nell 关于 纯 力学 过 程 的 简单 物质 
定义 使 之 包括 了 热学 效应 。 在 这 一 推广 下 ， 一 个 经 受热 力学 过 程 的 物质 的 本 构 方 程 由 上 面 提 
到 的 确定 性 原理 ， 局 部 作用 原理 ， 客 观 性 原理 ， 及 3893 介绍 的 减退 记忆 原理 和 下 面 介 绍 的 等 
存在 性 头 理 五 个 公理 来 规范 ， 这 里 的 等 存在 性 原理 可 以 叙述 如 下 

等 在 在 性 原理 ”在 菜 个 物质 本 构 方 积 中 呈现 的 一 个 独立 变量 应 该 假设 它 在 所 有 的 本 构 方 
程 中 都 存在 ， 一 直到 它 的 存在 被 证 明 与 物质 的 对 称 性 、 物 质 客观 性 原理 或 其 它 热 力学 定律 市 
盾 为 止 才 加 以 排除 。 

对 于 经 受热 力学 过 程 的 简单 物质 ， 即 所 谓 忆 olemaa 意义 下 的 简单 物质 ， 其 本 构 泛 函 数 


应 写成 
ob (ty) = 字 CP5(s ,0 8) = TuF', 0) (C53) 


这 里 汉 清 的 写法 与 式 (5'2) 在 形式 上 不 同 ， 其 中 s 是 以 现在 时 刻 作为 原点 向 历史 上 某 时 刻 
追 澳 的 有 时 间 (图 9.24)，s 六 0， 且 其 定义 域 为 C0 ，o)， 符 导 F'Cs)，9'(s ) 代 表 着 历史 
上 谈 时 刻 ( 或 简称 * 时 刻 ) 的 温度 或 形变 梯度 

对 现在 时 刻 t 的 影响 《 注 : 有 时刻 用 另 一 座 标 不 历史 里 刻 当前 时 划 


t 
3 心 


点 来 量度 ), 而 宁 代 天 着 从 无 限 远 的 过 去 直到 现 


在 的 整个 形变 梯度 史 和 温度 史 对 当 前 的 影响 。 s 
另 一 方面 当 我 们 对 热流 矢量 h 建立 本 构 方程 时 ， 

一 定 会 想 淹 h 与 温度 梯度 9 有 关 (9 = gradg) 则 图 9.24 9S 与 :的 不 同 座 标 原点 及 此 
根据 等 存在 性 原理 由 式 (5*3) 可 知 它 也 应 与 和 


Fr'(s ) 及 91( 8 ) 有 关 ， 即 应 有 : 
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h(t) = geF:ts),0(s): g(t)) C5:4) 


这 意味 着 痰 形 梯 度 史 和 温度 史 都 被 假设 对 温度 梯度 与 热流 矢量 的 关系 产生 影响 ， 反 过 来 ， 根 
据 等 存在 性 原理 ，9( + ) 亦 应 进入 其 它 本 构 关系 的 赈 达 式 中 ， 因 而 有 


ai( 1)= FalFt(s ,0 5) g(t)) (C5.5) 
ECt)= F's), gs) 96#)) (5.6 1) 
9 (+t) CEs) ,0s ) gt)) (5.7 ) 


这 就 是 说 应 力 offgtyy 热流 通 量 儿 量 hit+)， 内 能 e (+ ) 和 炳 tt) 都 是 变形 梯 诬 中 
Fri( s )， 温度 史 9'{ s ) 的 共 函 数 及 温度 梯度 现时 值 9( + ) 的 函数 。 进 而 Coleman 应 用 

记忆 原理 ，Clausius-Duhem 不 等 式 及 上 述 泛 函 光 滑 性 的 假设 ， 得 出 了 一 系列 重要 结论 ， 它 

对 于 非 线性 本 构 理 论 的 发 展 ， 起 过 重要 的 影响 ， 有 兴趣 的 读者 请 参阅 [51)。 这 里 我 们 仅 他 于 

介绍 其 主要 结果 如 下 ， 它 可 简称 为 Coleman 定理 ， 

对 于 物体 中 的 所 有 光 沟 容许 的 热力 学 过 程 ，Clausius-Duhem 不 等 式 成 立 的 充 玫 条 件 


是 ， 

(1) 自由 能 泛 函 罗 ， 应 力 泛 函 0,; 及 炳 泛 函 均 与 温度 梯度 g(t 无关， 即 9(+ ) 最 
后 从 式 人 6:5) 一 (5*7) 中 排除 出 去 ， 

(C2) 应力 汽 函 go;; 和 坑 泛 六 由 内 的 一 阶 导数 决定 ， 

( 3) 对 应 于 历史 请 s ) ,有 Cs) 的 内 耗 非 负 # 

《4) 对 每 一 光 请 历史 五 Ks) 和 8bCs)，h 与 9 的 关系 为 

hg 委 D02c 《 58 7) 

式 中 o 为 内 耗 散 产生 的 单位 质量 的 炉 产 率 。 

下 面 我 们 给 Coleman 定理 以 简单 的 证 明 。 引 入 自由 能 下 = € 一 扑 , 根 据 式 (5*6)、(3*7)， 
它 也 是 变形 梯度 史 F'( s )、 温 度 史 9'(s ) 的 泛 函 和 温度 梯度 现时 值 9( + ) 的 函数 ， 


pO)= f (F's), g:(s), gCt)) (5.9) 
访 曹 


在 引入 反映 材料 内 部 组 织 改变 的 内 变量 组 9 之 后 ， 可 将 自由 能 泛 敬 写成 函数 形式 ， 
， BOF)= 人 (iD9D9a) 
此 时 式 中 的 自 变 量 均 指 现时 值 ， 即 ir = F(t 和 go。 (C510) 
现 计算 从 外 部 输入 热力 学 系统 的 箭 Tv。 设 系 统 之 各 时 信和 入， 变形 前 体积 为 了 o， 热 


量 以 Q 表 示 , 妨 7 以 单位 变形 前 体积 计 , 则 系统 坑 9。 变 化 率 为- 吾 F | medPe= 天 二 


#4dyV。 此 墙 变化 率 由 两 部 分 构成 ， 一 部 分 是 经 由 表面 输入 的 热 构成 的 ， 另 一 部 分 则 是 由 内 
热流 输入 的 热 构 成 的 。 单 位 时 间 经 由 物体 边界 面 面 元 ds 输入 的 热 为 ( -inid5), 它 对 坑 7, 变 
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化 率 的 贡献 为 《 一 esds ) ， 经 整个 边界 面 输入 的 热量 对 闹 ?。 变 化 率 的 贡献 则 为 


-J ,dm/8yds ]。 单 位 时 间 经 由 体 元 dy 输入 的 热 为 p94， 它 对 粹 9, 变化 率 的 贡献 为 
padV 18， 经 整个 体积 输入 的 热量 对 炳 7, 变化 率 的 贡献 则 为 | (og/g)drr。 于 是 系统 的 类 


1 变化 率 为 

用 六 Ci。 湖面 人 化 为 人 名 委 ， 再 和 用 局 项 化 想 设 ， 则 由 上 址 可 得 
-hn - Doh , 4 
的 。= Phy) + ob C5*12) 


式 中 g;=8,; 为 温度 梯度 矢量 9 的 分 量 ， 符 号 上 面 加 一 点 仍 珍 物 质 导数 。 
若 用 单位 变形 前 体积 的 能 量 密度 E€ = poe 代 蔡 ee， 并 不 游 谍 面 矩 ， 则 由 能量 守 忆 定 律 
(44.10) 式 可 得 


uu + pd hi (5°13) 


由 此 解 出 (p9 -用 站 代入 式 (5,12)， 再 将 式 (5'12) 代 入 下 式 Clausius-Duhem 不 等 式 ( 参见 
(8.4) 


的 3 的， . {514) 
可 得 
gi = 一 < 十 站 pol gi 0 . CH+150) 
po® 
人 并 注意 到 ?~ E -的 一 的 ， 则 可 得 
= - 节 - "9+ Proubs— © po0 poh > 0 , C515b) 
注意 到 
yr 和 
poh r+ a Bo! dg 
» ,DD /ex V9 (Dx Ydv:., ， 
(区) aXr \ D+ ) - 3 和 和 《5776 1 
oF = on Ck Ws) (利用 趟 (3:2+:2)、(31:2:3)) 
= CyAD i {on is= 0 
起 (5*158 化 为 
Do _ Gad _ Op_ ， 
07; = 万 54 了 和 ( 86 十 天 )3 
0% "1 
0 eg, )>0 C5°17) 


但 由 88 .4 往 有 


0= - (就 9 + Pr 2 ) > 0 《5s38 7) 
人 
et -六 Fo ) wa- (5 一 一 十 好 ) 4 国 -路 9= = 人 《5*19 ) 


和 
8 和 90, 的 三 项 必须 分 别 为 零 ， 由 此 得 


= 有 Fi OF 9 
CA po 4 BF (520 ) 
-并 ， 
?= 击 《5*21 ) 

3 几 - 5 
3 0 C53.22) 


式 (5"'20) 和 (5'21) 肥 Coleman 定理 中 的 条 件 < 2 )。 式 (5*22) 表 明 自由 能 与 温度 梯 庆 9, 无 
美 ， 央 而 由 起 1520)，(5"21) 可 见 gc 和 站 亦 与 9 无 关 ， 此 即 定理 中 的 条 件 *《 1 )。 


我 们 可 将 内 耗 散 率 ( -9。) 表示 为 


- 2 = 5.23 
pr da 三 Pr C 2 


将 上 式 与 式 (8: 4.9) 等 式 比 较 ,可 得 ?= /po， 这 里 大 为 由 内 耗 散 产生 的 雯 产 率 ， 可 见 0 只 
有 由 内 耗 散 产生 的 单位 质量 计 的 粮 产 率 之 意义 。 将 式 (5'23) 代 入 式 (5*18) 得 


bpo0 Ps 9 让 C5"*24) 


土 式 即 为 Coleman 定 填 中 的 条 件 ( 4 )。 不 等 式 (5*18) 应 对 9, 的 任意 值 成 立 ， 包括 均 温 情 
况 (g; = 0 )， 册 此 亦 可 确证 内 耗 散 功率 应 大 子 等 
go = — > 0 


这 已 由 式 (814.9) 表 明 过 ， 这 就 是 定理 中 的 条 件 ( 3 )。 当 无 内 耗 散 时 ， 即 9。= 0 情 况 ， 由 式 
《5'18) 得 到 | 
. 及 9i 委 0 《5*25 ) 
即 热 流 的 方向 沿 温 度 降 低 的 方向 。 而 在 一 般 情况 ， 则 应 满 吓 (5.24) 式 。 
现在 我 们 将 Coleman 定理 (5'20) 式 的 形式 变换 一 下 。 注意 到 Green 应 变 张 量 E11 与 变 
形 梯 庆 上 ,i 间 的 关系 式 (2:3.6)， 可 得 《读者 自己 加 以 证 明 ) 


al ,Op .BE ,Op 而 | 《5.286 ) 
dt: aEFiw aF,; Eo 
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则 Euler 应 力 044 也 可 用 妆 对 Green 应 变 张 量 的 偏 导 数 表 藉 如 下 


= OF,, 2 -PE 2p _i By 
人 1 Do Ei BF pu sti BE Yo BFE, {or27) 
进而 由 式 (7:1.6) 又 得 
S 三 ， | 二 ep 08 -和 
r= Rr snd, BE 或 $5 jE 《 529 ) 


上 趟 通常 称 之 为 Coleman 关 系 ， 在 第 八 章 中 我 们 已 得 到 这 -- 结 果 ( 见 $8.3 卫 )， 在 那里 用 的 是 
Valanis 给 出 的 证 明 ， 尽 管 它 们 在 历史 上 是 同时 出 现 的 ( 见 Coleman 论文 的 附注 ，J.Chem。 
Phys,Vol.47,1987,601) ,但 证 明太 法 则 完全 不 同 ,Coelcman 方 旋 由 于 卷 入 了 较 多 的 关 系 ， 如 
果 音 从 数学 上 探讨 由 容易 引起 混 请 ， 而 后 者 在 物理 上 显得 镑 为 明晰 。 
关于 Coleman 关系 式 (5.20) 式 我 们 还 村 作 进 一 步 的 讨论 ,上面 我 们 考虑 的 是 无 内 部 运动 

约束 的 情形 因而 速度 梯 庶 张 量 的 分 苹 bw 看 成 是 彼此 独立 的 。 对 于 有 内 部 和 运动 约束 的 情形 ， 
例如 体积 不 可 压缩 情形 ， 则 速 庶 樟 度 张 基 各 分 量 亲 不 再 足 疲 此 独立 的 ， 而 应 满足 下 列 关系 

Un ,p= ves = 0 《5"29 ) 
因此 不 能 认为 式 

py a9 - 
(Oo. -Fe ) vs = 0 〈5-30 7 


趟 中 了 为 任意 标量 。 
注意 到 对 不 可 压缩 材料 P = ps， 则 即 由 上 式 得 到 不 可 压缩 条 件 下 5 的 天 到 式 


oa Fo -Rr Pon (5°31) 


即 在 体积 不 可 正 缔 的 附加 条 件 下 ， 本 构 方 程 中 的 应 力 只 能 决定 到 站 -个 任意 常数 zp 的 程 
度 。 此 常数 只 能 通过 平衡 条 件 、 边 界 条 件 加 以 确定 。 这 里 的 讨论 问 第 七 章 中 关于 不 可 压 超 
弹性 材料 的 讨论 ( 参见 (7:4-35) 式 ) 是 一 致 的 ， 只 不 过 这 里 的 结论 适合 于 - - 般 耗 散 型 材料 。 


$9:6 客观 性 原理 


在 上 面 引 人 的 五 条 公理 中 ， 确定 性 原理 与 局 部 作用 原理 是 亚 量 易 见 的 。 对 训 减 记忆 原理 
与 等 存在 性 原理 我 们 也 已 作 了 讨论 ， 下 面 就 来 研究 具有 重要 辣 义 的 客观 性 原理 。 

客观 性 原理 (Objectivyity Principle)， 区 称 侍 标 无 盖 蜡 原理 (Crateiial indifference) 成 
空间 同性 原理 (isotropy of space)， 它 表明 的 是 这 样 一 个 不 言 自明 的 昌 实 ， 即 本 构 头 系 既 然 
表明 的 是 材料 本 身 的 属性 ， 那 么 它 就 不 应 随 观 察 者 的 不 同 而 不 同 。 或 者 更 确切 地 说 ， 如 果 忠 
己 两 观 放 者 分 处 于 两 不 司 的 时 空 坐标 系 (xy， +) 和 (x，t ) 中 ， 此 两 坐标 系 各 有 各 的 华 
标 冻 点 和 和 时间 原点 ， 哩 其间 的 变换 关系 又 保证 了 任意 两 点 问 的 虐 离 和 时 间 间 酌 不 随 此 两 坐标 
系 的 选 样 而 变化 ， 则 甲乙 两 人 建立 的 本 构 关系 的 形式 应 当 相 问 。 以 式 (5"2) 为 例 ， 设 该 式 表 
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FT -* 


达 的 材料 的 本 构 关系 是 在 时 室 系 ( x，+ ) 中 的 甲 写 出 的 ， 则 在 《 x，+ ) 时 室 系 中 的 乙 写 
出 的 本 构 关 系 就 应 具有 同样 的 泛 盟 形式 军 ， 即 
Td)= FF CF) = FF ) (6°1) 

式 中 9, 上 是 新 坐标 系 下 的 应 力 张 量 和 变形 梯 底 ， 它 们 当然 与 式 (5'2) 表 达 的 旧 上 坐标 系 下 的 和 
F 不 同 ， 但 芒 盟 平 的 形式 却 不 应 改变 。 这 一 公理 对 本 构 关系 的 建立 ， 给 出 了 重要 的 约 东 条 
件 ， 是 建立 本 构 关系 时 必须 遵循 的 准绳 。 

下 面 我 们 从 以 下 几 个 方面 较 深 入 地 展开 对 客观 性 原理 的 讨论 。 

TI、 时 空 系 的 变换 

客观 性 原理 阑 明 不 同时 空 系 中 本 构 方 程 形 式 问 的 关系 ， 因 此 在 进入 客观 性 原理 的 讨论 之 
前 ， 我 们 先 讨论 时 空 坐标 系 《 简称 时 空 系 ) 的 变换 ， 以 及 在 时 空 系 变换 下 各 物理 、 力 学 量 的 
变换 规律 。 : 

设 物 体 的 物质 坐标 X 保持 不 变 ， 面 物体 的 瞬时 构 形 在 时 空 系 中 中 的 坐标 为 (2，+ )， 而 
在 时 空 系 中 中 的 坐标 为 Cx, +z ) ， 两 者 间 满 足下 述 变换 关系 


x=bett y+QC tx (6'2) 
= (6.3) 


式 中 a 为 常数 ，bC ft 和 Qt) 仅 依赖 于 时 间 ，H( t ) 为 中 系 的 坐标 原 点 在 中 系 中 具有 的 坐 
标 ，Q( + ) 为 正 交 张 量 ， 即 它 满足 


QQT= QQ=1 (64) 
当 deiQ= 1 (C65) 
时 ，Q 为 旋转 变换 ， 在 变换 式 (6.2) 下 ， 时 空 系 相对 时 空 系 中 作 相 对 和 运动。 而 当 

detQ= -1 (667 


时 ， 则 为 反 演变 换 。 应 该 特别 指出 的 是 在 变换 式 (6'2) 和 (6'3) 下 任意 两 点 己 、 妃 间 的 时 间 间 
隔 与 空间 距离 保持 不 变 。 事 实 上 车 设 P 与 P' 点 在 新 旧 两 时 空 系 中 的 坐标 分 别 为 


P, YX, ty XI 而 
Pi xs, 4 
则 由 式 (6*:2) 和 {6"3) 显 然 有 
tl 《6*7 ) 
R= QF CX) 《6.8) 
设 在 两 时 空 系 中 两 点 间 的 距离 分 别 以 AS 与 4S 表 之 ， 则 
(AB)= CR WT KK) 
= Cx TC 和 天 了 一 Xi 
= (WN AS) (C69) 
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式 46"7) 与 (06*9) 邵 证 明了 变换 人 (6.2 与 463) 具 有 保持 任意 两 点 各 上 时间差 与 距离 不 变 的 性 质 。 
外 此 可 见 室 向 距 离 铸 量 v 在 不 同时 空 录 上 观 窜 时 其 天 小 相同 ， 不 同 的 只 是 方位 ， 这 样 的 移 量 
称 为 客观 量 。 一 般 地 称 当 时 空 系 变换 时 满足 下 述 变换 关系 的 标量 、 笑 量 b 和 二 阶 张 量 T 为 
宅 观 量 

了 = 了 VY-QY, T= QTQT C 6:10) 
对 客 现 量 来 说 ， 当 时 空 系 变 换 时 ， 它 站 的 方位 发 生 了 变化 ， 但 其 本 身 的 几何 或 物理 内 少 保 持 
不 变 。 

Fuler 应 力 张 量 5 是 客观 量 ， 即 它 满足 


. og=0007 ¢ 611 ) 
事实 上 由 Cauchy 应 力 定理 

T=on 《在 中 上 观测 ) C 6:120) 

T=0 nm (在 $ 上 观测 ) (6.!29) 


这 里 下 和 T 分 别 为 时 空 系 中 下 的 单位 面积 力 矢量 和 单位 外 法 线 炙 量 ， 它 们 与 1 和 的 关系 由 
式 (6.10) 的 第 二 式 给 出 


T=QT， n=Qn (6-13 )》 
代 人 和 式 664120) 可 得 

QT = oQn 
或 T=QroQn 
将 上 式 同 式 (6*126) 相 减 ， 再 由 0 的 任意 性 得 

rc=-QroaQ 


上 式 在 堪 乘 和 总、 右 鳞 07 后 好 证 明 变 换 关 系 46*11) 成 立 。 
变形 梯度 张 量 F 不 是 客观 量 , 因 为 它 的 变换 关系 不 符合 式 (6"10) 第 三 式 的 张 量变 换 规 律 


Fe Ox -Q _ax - ， 
F = x = 3% QF (CB:14) 


可 见 张 量 F 按 矢 量规 律 变换 。 下 面 我 们 还 将 看 到 ，Green 应 变 张 量 E 等 也 不 是 客 观 量 ， 但 
这 并 不 是 说 它们 不 是 变形 的 客观 度量 ， 这 一 点 我 们 在 下 面 详细 讨论 。 

1。 客观 性 应 变 张 量 与 非 客 观 性 应 变 张 量 

注意 到 本 构 方程 中 既 有 以 Green 应 变 张 量 玉 is( 或 Cit ) 作为 基本 变量 的 表达 形式 (如 
式 8:3.286 ) ， 又 有 以 Almansi 应 变 张 最 e,;《 或 Bi, ) 作为 基本 变量 的 表达 形式 《如 式 
7;4.28 ) ， 这 两 种 应 变 张 量 在 瞬时 构 形 座 标 架 旋 转 时 ， 其 座 标 分 量 的 变换 特 性 是 完 全 不 问 
的 。 事 实 上 如 第 二 章 例 2, 纪 ,表明 的 那样 ， 在 物体 作出 性 转动 时 ( 这 相当 于 物体 不 动 ， 坐 标 
架 作 相反 方向 转动 ) ， 位 于 原 坐 标 架 上 的 观测 者 甲 与 位 于 旋转 坐标 架 上 的 观测 考 乙 观察 到 的 
Green 应 恋 张 量 E 和 右 Cauchy-Green 张 量 磅 是 一 致 的 ， 即 

C= FrF=FrQrQF=FrF=C (6°15) 
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= 工 (E6-T=C- ， 
E= 了 (CC-D=(C-D=E 《616 ) 


和 而 甲 、 乙 两 观 测 者 观察 到 的 和 lmansi 应变 张 量 se 和 诺 Cauchy-Green 张 量 日 则 有 遂 常 张 量变 

换 关 系 

B= FF = QFFrer=QBar (C6:17 9 
二 (下 -本 5= 1 (Qlor ~-Qe-Qr)=Qeer (6,18 ) 


可 见 B 和 日 是 客观 量 ， 而 C 和 E 则 不 是 。 但 这 并 不 是 说 上 和 EE 不 能 作为 变形 的 客观 讼 量 ， 

更 不 是 说 F、C 和 E 诸 量 不 能 在 本 构 方 程 中 使 用 。 这 里 的 关键 在 于 有 限 应 变 张 量 与 忆 rler 应 
力 张 量 9 等 有 着 重要 的 差别 ， 后 者 是 可 在 一 种 构 形 即 器 时 构 形 中 下 定义 的 张 是 而 前 党 则 必 
贷 他 时 考虑 用 时 构 形 与 灾 形 前 构 形 ， 或 必须 联系 物质 座 标 与 用 时 座 标 的 相对 关系 去 定义 才 有 
确切 的 意义 。 这 种 张 量 显 然 与 通 党 在 一 个 雁 标 系 中 定义 的 张 基 有 着 座 标 变换 性 质 上 的 不 同 特 
点 ， 其 变换 律 必 须 在 综合 等 虑 物质 坐标 架 和 肯 时 坐标 架 变换 情况 下 才能 确定 。 上 面 各 变形 张 
量 的 变换 律 是 在 物质 沧 标 架 不 变换 仅 瞬 时 坐标 架 变换 下 得 到 的 变换 律 ， 而 从 嫌 和 下 的 分 量 


Cis= Ar MH Er = -3 (xz gr 可 名 它 们 在 瞬时 标 架 中 作 和 因而 在 瞬时 标 架 变 换 
下 看 不 出 变化 米 。 相 反 ， 若 瞬时 标 架 不 变换 ， 仅 物质 标 架 由 (X，+ ) 变 换 到 (X, 1 ) ， 且 其 
变换 式 同 样 保持 任意 两 点 间 的 时 间 差 和 距离 不 变 ， 亦 即 


从 = bs)+QeCtI)X 
: C6°19) 


二 = 二 上 
其 中 ot f ) 为 正 交 张 量 ， 则 有 
= OX Ox dX 
F = 一 -二 -= 二 一 一 了 二 0) 
2X 2X 2xX Mo, (6°2 
CT = FF= QFTF QT= QC Qf C6°21) 
E= DT (QC Q7-Q107) = Q, EQT, C6-22) 


即 妃 、 扎 按 张 量规 律 慨 换 ， 而 这 时 BB 和 保持 不 变 ， 这 是 因为 它们 的 分 量 Bi = X;, x%j,K 和 
= 荆 (84 -ee,i) 是 在 物质 标 架 中 作 和 ， 因 而 在 物质 标 万 灾 失 下 看 不 1 变 全 末 。 

由 上 可 见 ， 苦 综 含 考虑 两 个 标 架 的 变换 ， 则 两 种 应 变 张 量 E、C 和 e、B 均 具 有 张 量 的 
变换 规律 ， 这 反映 了 它们 几何 内 洱 的 不 变性 和 客观 性 ， 因 而 所 有 这 些 变形 张 县 均 能 作为 变形 
的 客观 度量 而 在 本 板 方 程 中 使 用 。 这 同 反映 物体 运动 速率 这 样 一 类 的 非 客观 量 如 速度 * 和 角 
速度 @《 或 涡 旋 张 量 W ) 等 不 同 ， 这 些 基 明 显 地 依 豆 于 时 空 系 ( 或 观测 者 ) 的 运动 ， 在 时 至 
系 变换 时 不 单 改 变 其 方位 ， 而 且 还 改变 其 大 小 ( 模 ) 。 

在。 用 客观 量 建立 的 本 构 方 程 

我 们 首先 过 论 本 构 关系 中 应 力 张 量 与 应 变 张 量 都 是 客观 量 的 情形 ， 这 时 本 构 方程 应 表 成 
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a 


Euler 应 力 张 量 9 与 Aimansi 应 变 张 量 e 或 Cauchy-Green 张 量 日 的 某 种 泛 应 或 硼 数 关 
系 。 车 设 在 某 一 时 空 系 中 建立 的 本 构 方 程 为 


og=FBy C6.23) 
则 根据 客观 性 原理 ， 在 另 -- 作 相对 运动 的 时 空 系 中 建立 的 本 构 方 程 形 式 应 当 往 同 ， 即 应 有 

or=FB) C6:24) 
将 式 (6'11 》 和 (6'17) 代入 上 趟 并 注意 (6'23) 式 得 

FCQBQT) = QFCB) OQ" {6.25) 


式 (6*25) 即 客观 性 原理 对 用 5 和 B 建 并 的 本 构 方 程 的 具体 要 求 。 例 如 式 (7; 4+28 ) 表 过 的 超 
弹性 材料 的 本 构 方 程 就 符合 这 一 要 求 ， 事 实 上 ， 读 式 的 F(B) 为 


EiB)= aol +aB + asB? C6:267 
而 本 
FByY=al+aB +a, B: 《627 
ooilor+uQBQor+uoBoreBor 
= Qtool+aiB+wB2)Q7 
=QF(B)QT 
由 此 得 证 ， 


巧 。 用 非 客 观 早 建立 的 本 构 方 程 
现 考 虑 本 构 关 系 中 的 应 力 张 量 与 应 变 张 量 都 不 是 客观 量 的 情形 。 如 前 所 述 ，Green 应 变 
张 量 E 与 右 Cauchy-Green 张 量 C 不 是 客观 量 ， 它 们 在 时 空 系 变换 时 保持 不 变 。 现 在 提出 
的 问题 是 由 这 些 非 客观 量 组 成 的 本 构 半 系 是 否 符合 客观 性 原理 的 要 求 ， 其 中 最 突出 的 就 是 由 
E 等 表述 的 Colemar 关系 是 哲 符合 客观 性 原理 的 要 求 。 首 先 ， 我 们 证 明 第 污 类 Piola- 
Kirchhoff 应 力 张 量 $( 其 分 量 $11 ) 在 时 空 系 变 换 时 也 保持 三 变 。 事 实 上 ， 由 《6"11) 
C61:14) 式 及 式 (7:1*65)， 我 们 有 
$= FI E 1)? 
= (QF) QoQ TF :QT)T 
=JF io(F ') T=$ 《6-28 ) 
其 次 ， 我 们 要 指出 ， 根 据 客 观 性 原理 的 要 求 ，Helmholtz 自由 能 应 表 成 ii 或 C1 的 泛 澳 ， 
考虑 自由 能 泛 隐 (请 读者 率 记 在 式 (5-2) 中 介绍 的 上 作为 上 标的 泛 函 的 邓 义 ) 


$= 中 EE:,8) (‘629) 
客观 性 原理 要 求 在 时 空 系 变 换 时 其 斌 国 形 式 中 保 桂 不 变 ， 妈 
=F, HB!) (C630) 


注意 到 标量 和 温度 《在座 标 系 变换 时 的 不 变性 《 参见 (6*10) 式 的 第 一 式 ) 及 式 (6*14) 有 
六 = i=01 及 Fi= QIF:， 上 式 可 写成 
y= 中 QF 6) 《6.31 ) 


引 人 极 分 解 
F+ = Re (C632) 
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则 式 (6+31) 成 为 
p= 中 (QRU:, 0') 
由 于 时 罕 系 变换 的 旋转 矩阵 &: 的 任意 性 ， 可 取 Q'={R:)?， 则 由 上 式 得 


= 人 U0) (6.33) 
或 由 由 = = 2E +1， 上 式 叉 可 写成 

y= 中 (Et,0:) (6'34) 
或 = HC,0") (6:35) 


《当然 ， 式 (6'33 ) 、(6"34) 和 《6.35) 三 式 中 的 形式 是 各 不 相同 的 ) 可 见 根据 客观 性 原理 ， 
自 出 能 多 应 天 为 Grecn 应 变 张 量 E 或 右 Cauchy-Green 张 量 C 的 历史 的 泛 国 。 
根据 Coleman 关系 式 (5* 名) 可 得 用 非 客 现 量 $ 与 E 建立 的 本 构 方程 


$= SE = {(E',0) (6:36 2 


它 显 然 满足 客观 性 原理 的 要 求 ， 事 实 上 车 设 在 另 一 作 相 对 运动 的 时 空 系 中 的 本 档 方 程 为 
§= fCE, 2') (C6:37) 
则 根据 变换 律 (6.28)、(6*16) 和 标量 的 不 变性 由 上 式 可 得 


S$ = fr(E’,g') 《6*38 ) 


上 式 与 式 (6.36) 比 较 可 见 应 有 f =f， 即 满足 不 同时 空 系 中 建立 的 本 构 美 系 的 形式 相同 的 要 
求 。 

这 里 我 们 提请 读 首 注意 的 是 ， 客 观 性 原理 要 求 的 仅 是 本 构 关系 的 形式 相同 ， 而 不 是 要 求 
共有 关 的 变量 值 ( 如 E、C 或 e、 By) 和 果 数 值 ( 如 S 或 5c ) 也 相同 ， 这 些 变量 值 和 确 数 值 
在 不 同 的 时 空 系 中 可 取 不 同 的 值 。 

V .客观 性 原理 在 建立 其 它 本 构 方 程 中 的 应 用 

现在 研究 客观 性 原理 对 其 它 各 种 本 构 关系 给 出 了 怎样 的 限制 条 件 。 考 虚 用 客 观 泪 量 5 
《Euler 应 力 张 量 ) 与 非 客观 性 量 F( 变形 撞 度 张 量 ) 建立 的 简单 物质 的 本 构 关系 《5,2) 式 

o= 守 (Ft!) 
根据 客观 性 原理 ， 在 另 一 作 相 对 运动 的 时 空 系 中 建立 的 本 构 方程 的 形式 应 当 相同 ， 即 《 见 
(6'1) 式 》 


go=F (CF') 
将 变换 式 46'"11) 和 (6'14) 代 人 上 式 得 

QoQ7 = FQF') (6139) 
两 边 左 乘 Q7 右 乘 Q@ 并 利用 (5.2) 式 得 

FF') = QrsFCQ:F'Q ( 6.40) 


问 样 引入 极 分 解 F'= RU 代入 上 式 右 边 ， 并 由于 QT 的 任意 性 而 育 Q =R; ”及 Q=Rr 可 得 


5= RF CR: RU RT 
= RFCUNRT CB*4l9g) 


170 


上 式 表 上 明 ， 只 有 纯 变形 的 历史 才 影 响 现 在 的 瞬时 应 力 ， 而 Edier 应 力 与 过 去 的 转动 史 且 :无 
关 ，。 但 邯 明 显 地 依赖 于 现时 的 转动 R， 这 使 它 在 本 构 方 程 中 的 应 用 受到 了 限制 。 为 此 可 引入 
一 个 新 的 应 力 T= R7oR， 由 式 (6.41c) 我 们 有 
T=RioR= FF(U') (C641b) 

由 上 式 可 见 它 只 取决 于 伸 长 变形 的 历史 UU:， 是 旋转 不 变 的 ， 因 此 在 建立 本 构 方 程 时 使 用 T 作 
为 一 种 新 的 应 力度 量 存在 着 一 定 的 优越 性 ， 有 兴趣 的 读者 请 参 讽 文献 [201 

现 讨论 客观 性 原理 对 某 些 率 形式 的 本 构 方程 《例如 次 弹性 材料 的 本 构 方 程 ) 的 上 其 体 限 
制 。 在 讨论 之 前 先 须 求 出 某 些 量 在 时 空 系 变换 时 的 变换 规律 。 

速度 的 变换 律 ， 由 式 (6.3) 得 


V=x=b +Qxt+ Qx 


《6'42) 
= b +Qx+Ryu 
速度 梯度 的 变换 律 ， 
BY_ 8 Ox 
.= oi 3x (br Qx+t Qv) Ax 
=(Q+ Q 5 人 
=007+QLQT | (C6:43) 
可 见 速 讼 和 速 讼 梯度 均 非 客观 量 。 由 式 C6'4) 可 得 
QQ7+ Qor= 0 C 6:440 ) 
或 
QQT+C QQerr= 0 CC 6:44b ) 


即 QT 为 反对 称 张 量 。 利 用 式 (6-43) 和 (6'440) 可 得 涡 旋 张 量 和 形变 字 的 变换 律 如 下 ; 


2 
=- G07+QWOQT (6°45) 


=Q +L7)Q? 
= QvQr” (6:46) 
本 见 形 恋 率 “为 客观 量 ， 但 涡 旋 张 量 W 不 是 。 
现 求 Euler 应 力 张 量 的 物质 导数 g 的 变换 律 ， 
6 =(0007) =00Q7+Q007+Q007 (6.47 ) 
71l 


me Tr 


可 见 Evler 应 力 张 量 的 物质 导数 不 是 客观 量 ， 它 的 变换 甚至 与 时 空 系 间 相对 转速 有 关 。 但 
Ealer 应 力 张 量 的 Jaumann 事 07 则 是 客 现 景 。 审 实 上 由 式 (6:1.35) 可 得 
0° 0 Wo 5Wr 
= QoQ’+Q007+ Q507- (GQ7+ QWQT)QoQ” 
-QoQ7 (QQT + QW7Q7) 

-QC(o-Wo-oW QT 

= Qo0°Q7 CC Gd8) 
因此 在 本 构 方 程 中 应 当 使 用 。 ， 而 不 应 使 用 5 。 可 以 证 明 ， 若 在 本 构 方 程 中 出 现 0, 则 客观 
福原 博得 不 到 满足。 事实 上 背 设 在 某 一 叶 空 系 中 本 构 方程 为 


v= fCV) ( 6+49) 
则 根据 客观 性 原理 ， 在 男 一 作 相对 运动 的 时 空 隶 中 建立 的 本 构 方 程 形式 应 当 不 变 ， 即 

of ( 6:50) 
将 变换 式 (6:47} 和 (6:46) 代 入 上 式 得 

Goor+ocor+rorer=fQvQ7) (6.51 ) 
取 上 时 刻 之 Q=1 但 Qs0， 则 得 

Qc+oor+g=f(V) 《6.52 ) 
将 上 式 与 649) 式 比较 得 必须 满 是 下 式 时 

Qcroor-0 (6-53 ) 


客观 性 原理 才能 得 到 满足 ， 而 这 在 .- 般 情况 下 是 做 不 到 的 ， 因 此 5 不 能 在 本 构 关系 式 中 出 
现 ， 面 必须 采用 Euler 应 力 的 Jaumann 率 9"。 但 在 小 位 移 、 转 动 与 应 变相 比 是 同 级 或 更 高 
级 小 量 情 况 下 ， 用 5 代 炎 5 时 其 引起 的 误差 可 以 忽略 。 
现 设 本 构 方程 的 形式 为 
57=fVW) (6°54) 


当 愉 时 空 系 (X，t ) 变 换 到 时 空 系 (x ， 上 ) 时 ， 棚 据 客观 性 原理 我 们 有 


6 = f(tV, W) (C655) 
将 变换 式 (6*48)、C6'46) 和 (6"45) 代 入 于 式 得 
Qo"Q7=f(QVQ7,Q07 + QWQT) (6.56 ) 


上 式 必 须 对 任意 的 Q 成 立 ， 我 们 取 Q( tf = 但 Qt tf 0， 则 上 式 化 为 
sr-=f(V OQ+W) 《6.57 ) 


此 去 同 (6.54) 武 比较 ， 由 于 @ 是 任意 的 ， 可 见 了 不 应 是 W 的 函数 ， 而 只 是 Y 的 国 数 ,因此 
本 鹅 方程 (654) 和 (4655) 应 写成 
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rr 


0 =f(V) ( 6.58) 


rr=Qcror=f(V)=fQVo7) 《6.59 ) 
这 样 ， 根 据 客观 性 原理 的 要 永 , 址 应 满足 
Qf( YQT= f(QVYOT) C6:60) 


最 后 我 们 要 说 明 一 下 ， 前 面 我 们 般 述 客观 性 原理 时 ， 采 用 两 个 时 空 系 ， 即 站 在 相互 作 相 
对 运动 的 不 同时 空 系 上 的 两 个 观测 者 对 空间 同一 物体 所 建立 的 本 构 方 程 的 形式 应 当 想 同 。 但 
是 我 们 也 可 只 采用 一 个 时 空 系 量 让 物体 作为 整体 在 空间 作 刚 体 运 动 ， 这 时 客观 性 原理 可 叙述 
为 : 本 构 方程 应 不 依赖 于 物体 作为 -一个 整体 在 空间 所 作 的 刚体 运动 。 而 客观 量 仍然 可 用 式 
C6:10) 米 定义 ， 只 不 过 式 中 的 有 已 不 是 指 两 个 时 冠 系 的 相对 转动 ， 而 是 指 物 体 作 为 一 个 整 
体 在 该 时空 又 所 作 的 刚体 运动 。 当 然 ， 这 并 不 排斥 物体 自身 的 变形 运动 。 

我 们 还 应 注意 区 别 物 质 各 和 体 同 性 与 空间 各 合同 性 5 即 客观 性 原 旺 ) ， 虽 然 它 们 应 廊 足 的 
约 东 形式 都 如 式 (6'25) 那 样 是 相间 的 。 物 质 各 辐 同 性 是 指 应 变 场 在 空间 不 动 亿 物质 在 空间 作 
刚体 转动 时 应 力 应 变 疗 的 本 构 英 系 式 不 宝 ， 或 者 很 据 往 对 送 动 诛 埋 也 可 痢 成 物质 在 空间 不 动 
但 应 变 场 在 空间 作 转 动 有 时 应 力 应 变 间 的 本 构 闫 系 彩 式 不 变 ( 由 此 应 力 场 必 作 相同 转动 )。 而 空 
间 各 向 同性 是 指 物 体 作 为 整体 ( 包括 物质 主轴 和 应 力 、 应变 场 ) 在 空间 作 则 体 运动 时 本 构 注 
程 的 形式 保持 不 变 ， 它 显然 也 对 各 名 异性 材料 成 立 。 


| 题 


9,1 求证 Maxweli 流 体 、 芭 elvina 国体 和 标准 线性 固体 的 松 驰 寞 量 巨 (t)、 姻 变 柔 度 
CC) 分 别 由 式 (2.36) 一 (2.38) 及 (2.44) 一 (2.46? 表 示 。 
9.2 试点 用 开 elvin 图 体 的 点 力 应 变 关系 去 求 图 示 三 参数 固体 的 应 力 应 变 关系 。 


Es E, 
El 可 BE, nl 
是 9.2 图 ”三 参数 卉 型 是 9-3 图 ”四 大 数 栈 型 
9.3 决定 图 示 的 四 参数 模型 的 应 力 应 灾 方 程 ， 让 1 一 oo 后 将 其 结果 与 上 题 的 结 果 进 于 


比较 。 
9.4 问安 一 一 恢复 实验 的 步 难 先 加 载 至 ou， 并 保持 一 段 时 间 然后 立即 印 荷 ， 试 决定 三 
参数 线性 国体 ( 题 9.2 图 ) 


在 图 示 的 加 载 条 件 下 的 “下 ' 
增 变 一 一 痰 复 响 应 。 ge 
9+5 设 Kelvin 国 *| 
体 承受 如 图 示 的 加 载 过 ， 1 ， 
和 2T。 心 tL 


程 ， 试 决定 其 应 变 发 展 
规律 及 时 间 趋 于 无 宠 六 是 9.4 图 ” 晤 变 一 一 恢复 试验 题 9'5 图 加载 曲线 
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时 的 变形 什 。 
9'6 直接 应 用 侈 加 原理 以 决定 及 elyin 固体 受 图 示 的 载荷 后 的 响应 特性 。 


1, 


Ol tt tl in 


题 3.5 图 如 载 砷 线 而 41.7 国 培 力 出 的 分 灯 


9.7 将 应 为 史 分 成 很 多 委 直 条 见 本 题 图 ) ， 
利用 渴 加 原理 证 明 下 述 积 分 型 线性 丫 弹 性 方程 ，; 


et ty=aoctt tO)+ fe i ry rydr 《人 
自 


9:8 设 革 线性 站 弹性 材料 的 松 驰 模 量 函数 为 : 
Gl(t)= Ge 
式 中 Gs 与 了 为 材料 沉 数 。 要 求 ， 
(1) 决定 蜡 变 著 度 函数 ， 
《ii) 确定 常数 了 :， 条 件 是 在 松 双 实 蓝 中 芋 为 ib) 
1 小 时 的 上 应 办 咱 应 值 答 为 1 = 0 时 初始 应 力 响应 之 
《i181) 用 图 形 表 示 在 上 述 三 种 不 同 的 上 应变 中 
〔( 题 9,8 较 下 应 力 响 应 的 区 别 : ct9) 正 蓄 波 ， 
C 轨 三角 波 ， (5c ) 短 形 法 。 
9'9 一 根 帕 Kelvin 固体 封 料 制 成 的 杆 受 突 加 
的 拉 介 教 荷 作用 ， 所 造成 的 应 力 状态 为 。 ai. = Ga 如 
Cg ss 一 =cas=as= 0 其 中 略为 常数 ， 题 8'8 图 ”不同 的 应 变 史 
试 决定 在 此 载荷 下 的 应 变 eti 的 表达 式 。 
9:10 一 其 矩形 下 elvin 材料 放置 于 一 刚性 辟 的 容器 内 ， 当 施加 突 加 应 力 al= -cn 瑟 
《ff 时，esia= sas= 0， 试 决定 在 此 情况 下 的 E11 和 夹 持 应 力 gas 和 ass。 
9.11 试 从 Kelvin 和 Maxwell 模 型 的 上 应力 应 变 关 系 去 确定 图 示 的 及 slvin-Maxwell 组 


题 9.11 图 “Kelvin-Maxzweil 组 对 模型” 题 8.12 图 “利用 造 加 原理 研究 题 9.4 峰 所 未 的 蜂 变 一 一 恢复 试 驻 
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合 模 型 的 本 构 关 系 。 

9.12 用 选 加 原理 去 求 三 参数 模型 的 庄 变 恢复 响应 ， 并 将 其 结果 与 河 题 9 "4 中 的 结果 进 
行 比 较 。 

9.13 试用 含 内 变量 约 不 可 雍 热 力学 的 方法 求证 图 9"12o 广义 模型 的 应 力 应 次 关系 为 : 


N t 
ol t= Eselt)+ | ee de 


gL om 


起 中 ha= Ei Hs - 
9.14 设 薄 避 园 简 拉 招 时 《 见 本 题 图 ) 的 应 力 与 应 变 张 量 可 分 天 表示 如 本 : 


人 | T 0 
TT 0 
0 站 0 
el VY 0 
£ - #2 个 
人 
材料 是 各 向 同性 线性 类 弹性 材料 ， 试 在 


烤 料 可 压 与 不 可 于 两 种 假设 下 ， 给 出 其 
本 构 方程 的 显 式 。 是 9.14 图 “ 薄 监 圆 简 受 拉 扭 组 合作 用 
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a A 


第 十 章 ”经 典 塑 性 理论 与 内 蕴 时 间 塑 性 理论 


本 党 讨 论 唯 旬 学 的 疹 性 有 
论 。 经 典 逆 性 理论 被 定义 成 几 以 
届 服 面 的 概念 作为 其 理论 发 形 前 
担 与 基本 假设 的 理论 ， 而 内 缆 时 
间 塑 性 理论 则 是 一 团 纪 取决 于 变 
形 中 塑 炸 宰 形 累积 程度 和 材料 特 
性 的 内 缠 时 间 标 着 过 求 搞 述 其 誉 
形 店 史 的 班 论 的 统称 。 在 $10:2 
中 我 全 对 经 典 逆 性 理论 的 基本 假 
设 作 了 明确 的 阐述 ， 并 以 此 假说 
与 Drucker 公 设 为 网 对 该 型 论 的 
要 立 进 行 了 讨论 。 本 商用 了 很 大 
篇 帖 来 叙述 内 丝 时 间 塑 尾 理 论 ， 
对 它 的 基本 概念 和 理论 基础 作 了 
介绍 ， 应 用 部 分 则 涉及 到 漳 塑 性 
深 、 板 和 厚 比 容器 的 弹 逆 性 分 
析 、 含 切口 板 在 循 处 加 载 下 的 弹 
诅 性 应 谈 场 的 分 析 、 虚 变 疲 劳 与 
断 型 的 分 析 以 及 无 阁 上 二 本 构 特 
性 的 分 析 壮 。 


§10°1 3| 言 


塑性 理论 是 -" 门 时 有 重 关 型 
论 意 六 与 应 用 价值 的 学 科 。 它 的 
历史 可 以 追 潮 到 1864 年 法 国 工程 
师 Tresca 公布 他 在 冲床 与 挤 压 
方面 的 实验 结果 ， 并 建 并 其 著名 
的 局 最 准则 开始 。 接 着 Sarnt- 
Yenant(1870》 和 Levy(18707 应 
用 Tresea 的 结果 昌 定 了 经 典 逆 


一 


[19:1 理由 化 的 拉 仲 岂 级 


G ， 


初始 居 眼 面 后 继 撞 服 面 


竹 理论 初期 发 展 的 基础 。 随 后 的 图 10.2 从 控 圳 曲线 引 介 出 米 的 初 好 志 服 面 与 后 继 届 服 西 的 概念 


" 本 章 内 容 是 根据 第 一 作者 在 “力学 进展 
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“塑性 力学 的 现代 发 展 ” 上 发 表 的 论文 等 改写 而 成 ， 


?75 年 中， 虽然 不 少 入 作出 过 重要 殿 献 ; 例 加 Misest1913)， Prandt1(1924} ,lencky (1925)， 
但 总 的 来 说 发 展 是 缓慢 的 ， 相 互 间 也 是 不 其 协调 的 。 大 约 在 194 征 开始， 建立 一 个 较 
严密 与 统一 的 经 典 塑 性 理论 的 苗头 就 已 开始 出 现 ， 而 重要 的 推进 来 自 Prager 和 Drscker 的 工 
作 [521)、[22J、[23J， 在 此 以 后 经 典 塑 性 理论 进入 了 一 个 全 面 发 展 的 时 期 ， 在 实际 中 也 
获得 了 较为 广泛 的 应 用 。 后 者 十 要 包括 确定 弹性 工作 范围 ， 及 基于 理想 塑性 慨 念 而 进行 的 逆 
性 分 析 ( 包括 极限 分 析 ， 金 属 成 型 的 流动 分 析 ) ， 及 某 些 简化 条 件 下 的 弹 塑 性 分 析 和 稳定 分 
析 等 。 

经 典 塑 性 理论 的 基本 概念 是 从 一 种 理想 化 的 拉 伸 曲线 ( 图 10:1 》 中 起 源 六 引伸 由 米 的 ， 
发 展 理论 的 日 的 则 是 把 单 轴 拉 仲 的 实验 结果 推广 到 三 讼 空间 。 由 于 早期 的 结构 材料 《 如 低 碳 
锅 ) 在 应 为 控制 的 常温 拉 伸 实验 中 ， 届 服 点 的 出 现 比 较 明 最 ， 因 此 该 理论 以 届 服 面 作为 它 的 
基本 假设 和 前 提 是 很 自然 的 。 共 体 闻 说 初始 由 服 点 扩展 成 灸 力 空间 中 的 初始 必 服 面 ， 后 继 的 
局 服 点 引伸 为 后 继 的 局 服 面 ( 网 10.2 ) ， 而 读 理 沦 的 下 述 三 大 基本 组 成 也 与 届 服 面 密 不 可 

9 它们 是 : - 

(1 ) 初始 届 服 准 册 ， 它 确定 了 塑性 变形 开始 时 应 力 状 态 服从 的 规律 ， 即 斑 定 初始 旺 服 
画 的 规律 。 

( 2 ) 强化 规则 ， 它 确定 了 材料 强化 后 邓 性 变形 进一步 发 后 时 应 力 状态 服从 的 规律 ， 即 
后 释 届 服 面 在 应 力 空间 中 变化 的 规律 。 

( 3 ) 流动 现 则 ， 它 确定 了 塑性 应 变 增 量 与 应 力 状 态 及 应 力 增 量 之 间 的 鞠 系 ， 如 表征 塑 

杜 应变 增 量 与 届 服 面 垂直 的 稚 直 性 法 则 。 
由 以 上 讨论 可 网 ,应 用 经 典 逆 性 理论 的 先决 条 件 在 于 掌握 局 服 而 的 运动 规律 ， 而 这 是 比 较 困 
难 的 。-- 方 面 企图 通过 二 维 成 三 维 实验 去 得 到 材料 的 后 继 届 服 面 是 十 分 繁杂 而 难以 完 成 的 
工作 ， 另 一 方面 由于 后 继 出 服 面 在 空间 变化 的 情况 十 分 复杂 ( 一 般 米 说 ， 它 包含 着 移 动 、 周 
县、 旋转 和 焉 纽 ) ， 因 而 让 管 自 五 十 年 伐 以 来 人 们 提出 了 数 以 几 和 主 的 各 种 强化 模型 ， 但 不 
幸 的 是 它们 与 实验 结果 的 吻合 程度 都 不 能 令 人 满意 .这 种 情况 大 体 上 可 用 美国 Los Alamos 实 
验 室 Hecker 的 下 述 一 段 话 米 亢 以 卉 明 ， “这 些 计 友 不 局 理论 的 强化 规则 的 任何 一 个 的 实验 
岭 评 被 证 明 是 难以 捉 措 的 。 在 预言 较 大 范围 的 实验 观察 中 没有 -个 是 成 功 的， 并 且 由 于 很 多 
规则 包含 了 大 多 的 调整 参数 ， 使 用 很 麻烦 而 失去 了 实际 价值 ”。 另 外 入 们 已 经 发 现 后 继 届 服 
面 的 尺寸 和 形状 因 如 服 点 的 定义 不 同 而 受到 很 大 影响 。 这 些 情 况 使 经 典 塑性 理论 的 应 用 范围 
受到 了 较 大 的 限制 ， 不 能 沽 是 近代 很 多 实际 问题 的 迫切 需要 。 

大 多 数 材料 的 届 服 现象 通常 表现 为 从 线性 到 非 线性 应 力 应 变 关系 的 逐 汤 过 滤 〈 反 向 加 坊 
时 即使 对 低 矶 钢 也 没有 明显 的 局 最 点 ) 。 因 而 严格 地 说 ， 作 为 经 典 塑性 理论 的 基础 和 基本 前 
提 的 届 服 面 是 一 种 理想 化 的 概念 。 从 经 典 数学 塑性 坚 论 的 观点 来 看 ，- -个 规定 弹性 区 范围 的 
局 腿 面 的 概念 是 必 不 可 少 的 。 这 样 才 可 按 广 理 论 的 得 直 性 法 则 ， 去 歼 定 塑性 应 变 的 增 量 。 如 
果 诅 性 变形 在 加 载 一 开始 就 出 现 〔 象 对 很 多 材料 适用 的 Osgood-Ramberg 关系 描述 的 那样 
六 从 位 错 的 观点 来 看 也 是 合理 的 》， 则 初始 局 服 面 将 收缩 成 一 点 ， 内 而 亨 性 应 变 增 明 的 方向 
就 变 为 不 定 的 了 。 这 样 理想 化 的 轴 服 面 的 岂 念 使 经 典 壮 性 理论 难以 用 统一 的 观点 去 处 理 一 开 
始 胡 载 就 届 服 的 材料 。 进 而 由 十 后 继 届 服 面 依 镶 于 册 服 点 的 定义 ， 则 由 垂直 性 法 则 确定 的 前 
性 应 变 增 量 也 依赖 于 人 为 的 定义 ， 对 一 个 特定 的 和 复杂 的 加 载 历史 ， 就 会 造成 不 同 的 塑性 应 

]17 了 


变 史 ， 这 与 实际 情况 是 不 相 响 合 的 。 

由 以 上 分 析 可 见 ， 届 了 服 面 的 概念 严格 说 来 是 某 种 人 为 的 理想 化 ， 但 实践 证 明 这 种 理想 化 
并 不 一 定 能 带 来 简化 《 例如 有 限 元 计算 中 ， 在 增 量 加 载 使 任 一 音 元 应 力 状 态 超过 届 服 而 后 ， 
原则 上 应 当 回 至 愿 状态 ， 调 整 载荷 后 再 重新 加 载 ， 以 便 使 应 力 状 态 从 好 沙 在 剧 服 面 上 ， 这 既 
浪费 了 计算 机 时 间 ， 也 难 确 保 精 度 。 ) 因而 当 我 们 面临 发 展 更 现实 的 塑性 模型 的 任务 时 ， 我 
们 有 理由 不 坚持 这 种 埋 想 化 ， 去 发 展 一 种 不 用 局 服 面 的 概念 作为 其 理论 前 提 和 基本 假设 的 蝎 
性 理论 ， 这 导致 了 内 时 揽 性 理论 的 发 展 。 

内 时 塑性 理论 最 初 是 由 ,C. Valanis 于 1971 年 提出 来 的 。 它 是 所 有 以 下 述 基 本 概念 建 
立 起 来 的 理论 的 一 个 统称 ， 这 个 概念 就 是 : 三 性 和 粘 塑 性 等 耗 散 材料 内 任 一 点 的 现时 应 力 状 


司 是 


和 


用 有 物理 内 洒 的 内 曹 时 间 乙 去 代替 一 个 普 适 的 和 绝对 的 牛顿 时 间 + 去 量度 不 同 材料 的 不 
可 地 变形 的 历史 ， 就 可 更 准确 和 更 简便 地 建立 起 所 研究 的 材料 的 本 构 关系 把 众所周知 的 材 
料 性 质 及 其 内 部 结构 变化 对 于 本 构 甘 系 的 重要 影响 突出 到 用 与 之 紧密 相 过 的 基本 变量 Z 来 加 
以 搞 述 的 程度 。 内 时 理论 不 以 届 服 面 的 概念 作为 其 理论 发 展 的 基本 前 提 ， 也 不 把 确定 届 服 条 
作为 其 计算 的 根据 ( 但 不 排斥 屈服 面 的 后 验 性 的 存在 ) 。 例 如 ， 材 料 在 初始 塑性 变形 阶段 的 
响应 特性 ， 不 是 由 拉 伸 曲线 上 -个 人 为 定义 的 届 服 点 《 如 cuz 》 和 有 关 的 初始 届 服 准则 来 确 
定 的 ， 而 是 根据 泣 伸 曲 线 上 偏离 线性 段 的 一 些 点 的 集合 ， 定 出 有 关 的 材料 函数 ， 再 按 内 时 本 
构 关 系 进行 分 析 的 。 这 种 集合 包含 了 材料 响应 的 更 多 信息 ， 避 开 了 采用 一 个 不 是 精确 的 物理 
量 的 忆 服 点 及 其 相应 的 届 服 面 而 带 来 的 困扰 。[24]，[25)。 

在 方法 论 上 ， 内 时 理论 力图 去 建立 较 普 遍 适 用 的 理论 体系 ( 可 适用 于 多 种 材料 ， 并 用 统 
一 的 观点 去 处 理 加 载 和 务 载 等 过 程 ) ， 而 不 是 去 追求 较 普遍 适用 的 具体 准则 。 例 如 它 不 采用 
假定 的 强化 规则 《 如 随 动 强化 规则 等 ) ， 而 是 根据 该 理论 推出 的 解析 公式 去 进行 材料 强化 后 
的 分 析 的 。 有 趣 的 是 届 服 面 的 概念 及 随 动 强化 和 各 敲 同性 强化 规则 等 却 可 以 作为 读 理 沦 的 特 
殊 情形 通过 理想 化 和 简化 而 得 到 。 

内 时 理论 是 建立 在 第 八 章 中 介绍 的 以 内 究 量 理论 为 其 基本 网 络 的 不 可 雍 热 力学 基 础 上 
的 。 通 过 对 由 内 变量 表征 的 材料 内 部 组 织 不 可 六 变化 所 必须 浅 足 的 热力 学 约束 条 件 的 研究 ， 
得 出 了 内 变量 变化 所 必须 满足 的 规律 ， 从 而 给 出 了 县 体 材料 在 具体 条 件 下 的 一 条 特定 的 不 可 
逆 热 力学 变量 的 演变 途径 ， 由 此 规定 了 所 研究 的 材料 的 本 构 响 应 特性 ， 最 后 它 能 够 以 显 式 的 
本 构 方程 形式 表达 出 来 。 

维 观 内 时 理论 的 特点 ， 不 难看 出 它 的 理 沦 基 础 较 深 广 ， 模 型 较 接近 于 实际 ， 方 法 上 又 特 
别 着 重 于 具体 材料 在 转 定 条 件 下 的 响应 特性 ， 因 而 具有 较 大 的 理论 意义 和 实用 价值 。 它 可 能 
为 一 大 类 材料 ( 金属 、 土 局 、 岩 石 、 混 几 土 和 盟 料 等 ) 的 各 种 不 同 力学 问题 的 分 析 《 如 单调 
加 载 及 竺 环 加 载 下 各 种 工程 结构 的 弹 饪 性 响应 特性 、 耗 散 材 料 宏观 表象 与 微观 机 制 的 综合 分 
析 、 疲 劳 与 弹 明 性 断裂 、 蠕 变 与 松 驰 、 强 塑性 波 、 地 均 下 高 层 建筑 和 水 工 结构 的 响应 特性 、 
弹 逆 性 冲击 与 稳定 、 预 变形 和 预 应 力 的 影响 、 有 限 变形 与 成 型 力学 分 析 ) 在 不 同 程度 上 提供 
新 的 思路 和 更 现实 、 更 便于 分 析 的 模型 和 方法 。 关 于 该 理论 的 发 展 过 程 实验 验证 等 ， 请 读者 
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参阅 [261。 


$10 “2 经典 塑性 理论 要 义 


I。 基本 恨 设 

前 已 述 及 经 典 塑性 理论 包含 初始 届 服 准则 、 强 化 规则 和 流动 规则 三 大 组 成 ， 其 基本 前 提 
则 是 由 下 烈 假 设 给 出 的 屈服 面 的 概念 。 

基本 候 设 ”在 材料 锰 性 变形 的 任 一 阶段 ， 一 个 取决 于 应 力 、 诅 性 应 变 和 材料 强化 特性 的 
加 载 函 数 了 总 基 存 在 的 ， 使 得 由 方程 f= 0 描述 能 应 力 空间 届 服 面 将 限定 应 力 位 于 上 其 内 的 材 
料 服从 弹性 本 构 定 律 。 这 意味 着 无 论 是 从 读 超 曲面 上 的 点 向 其 内 部 点 的 应 力 变化 或 其 内 部 点 
癌 应 力 的 改变 都 只 产生 可 以 依 复 的 弹性 变形 ， 而 当局 服 面 土 某 点 pt 获得 应 力 增 其 doij 改变 
至 面 外 的 某 点 Br 时 ， 后 悉 届 服 面 随即 经 过 运动 和 变形 改变 为 通过 pm 点 的 新 的 空间 曲面 ， 
在 此 过 程 中 材料 才 进 一 步 产 生 塑 性 变形 并 随 之 强化 。 唯 一 的 例外 是 届 服 面 永 不 变化 的 所 谓 理 . 
想 塑 性 材料 ， 对 这 种 理想 化 了 的 材料 ， 塑 性 应 变 增 最 和 将 出 现在 从 届 服 面 上 一 点 至 另 一 点 的 应 
力 状态 的 变化 过 程 中 。 

对 上 述 基本 假设 的 说 明 与 应 用 将 贯穿 于 本 节 的 各 部 分 中 ， 对 它 的 评论 除 上 节 中 已 涉及 的 
以 外 ， 还 将 在 最 后 一 部 分 中 加 以 补充 。 在 此 之 前 我 们 简略 回 顾 与 谈 假 设 有 甘 的 ~ 些 基 础 知 
识 ， 并 分 成 初始 忆 服 准则 、 强 化 点 则 和 加 知 载 准则 来 加 以 讨论 。 

《 1 7 初 苔 屈 慑 准则 , 

初始 忆 服 准则 本 质 上 是 一 维 届 服 应 力 的 概念 在 三 维 应 力 状态 下 的 推广 。 设 材料 开始 出 现 
塑性 变形 时 对 应 的 居 服 函数 为 f,， 则 由 f= 0 表达 的 应 力 空间 中 的 曲面 将 被 称 之 为 初始 届 
服 面 《 注 ， 届 最 函数 可 看 成 加 载 函 数 的 一 个 特例 ， 故 以 f, 记 之 ， 对 f= 0 的 曲面 我 们 将 
称 为 后 继 届 服 面 或 称 加 载 曲面 ) 。 根 据 上 述 定 义 六 将 只 是 应 力 张 量 01; 的 销 数 ， 而 与 强化 参 
数 及 塑性 应 变 无 关 。 于 是 初始 届 服 面 ( 及 理想 材料 的 届 服 面 ) 将 由 下 还 轧 服 方程 描述 
fotgii)= 0 (2:1) 

作为 例子 我 们 给 出 常温 繁 件 下 适合 于 各 者 同 性 材料 的 下 列 届 服 函 数 。 

Von Mises 准则 《 焉 斜 能 准则 ) ; 这 一 准则 认为 当 第 二 应 力 偏 量 不 变量 (2) 达 到 茶 一 
材料 常数 下: 时 就 产生 屈服 ， 其 届 服 函数 为 

fg}y= Tn -EK! C 2:20) 


式 中 了 t= 二 S115w， 式 为 能 切 忆 服 强 度 ,。 注 意 到 在 此 准则 下 拉 储 局 服 极限 9+= 3 ， 
则 与 式 (2.2 6 ) 相 应 的 初始 届 服 面 方程 可 写 为 


mw 


T—-0= 0 (C2020) 


式 中 疼 = V37% 为 等 效应 力 即 在 拉 介 情况 下 与 应 力 o 相等 的 应 力 。 式 (2* 凶 ) 表 明 等 效应 力 


5 达到 me 时 材料 单元 即 开始 届 服 。 
Tresca 准则 ( 最 大 前 应 力 淮 则 ) : 这 一 准则 认为 材料 单元 中 的 最 大 前 应 力 达到 草 切 届 
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服 极限 兵 时 即 开 始 塑 性 变形 ， 我 们 有 
fog) =o 02K=-0 (C23 


或 473,, 一 27 Tt- 3KTt, + 96K‘T 0 ~ 64K =0 《 2:4) 


式 (23) 只 有 在 应 力主 加 的 标号 符合 下 列 条 件 0 这 0; 之 03 时 才 成 并 ,而 用 不 变量 了, 和 了 了 (s) 给 
出 的 式 (2,4) 旭 保证 了 各 向 同性 材料 屈服 条 件 应 与 币 的 标号 无 美的 原理 的 浪 足 C55J。 式 (2'2) 
与 (2: 小 中 不 包含 第 一 不 变量 7 了 i,， 即 假定 届 服 阔 数 与 静水 于 力 无 关 ， 这 是 根据 Bridgmen 的 
实验 对 金属 作出 的 假定 。 注 屿 到 由 主 应 力 9;,，0, 和 os 为 座 标 轴 组 成 的 三 维 主 应 力 空间 中 
〈 该 空间 又 称 为 Haigh-Westergcard 应 力 空间 ) ， 等 倾 轴 ep 上 的 应 力 状 态 共 有 三 个 主 应 力 
彼此 相等 的 特点 《 0:= oa = cs ) ， 故 沿 该 轴 分 解 的 应 力 分 量 O4 的 变化 只 改变 水 正 应 力 的 大 
小 《图 10.3 )。 于 是 由 上 述 假定 可 知 ， 该 点 应 力 的 这 一 分 量 将 不 会 造成 附加 的 塑性 变形 ， 换 
各 话说 ， 只 要 没 与 cp 珀 友 的 方向 的 应 力 分 量 0B 相同 ， 则 其 屈服 条 件 就 相同 ， 这 意味 首届 
服 面 必然 是 母线 平行 于 op 轴 的 往 耐 ， 此 柱 面 与 下 述 方 程 给 出 的 = 平 而 的 交 线 ， 则 称 之 为 届 
服 曲线 


T 平 面 Ti+ost oy= (2:5) 


Yon Mises 


加 10.3 ”让 应 力 空间 中 的 届 服 而 图 10-4 册 服 曲线 


显然 二 平面 是 过 原点 并 与 op 轴 垂 直 的 平面 ， 而 Mises 及 .Tresc2 准则 给 出 的 册 服 而 在 开平 
面 上 的 投影 风 分 别 为 园 与 六 角形 (图 10" 4)。 

《 2 ) 强化 规则 

烤 料 前 元 在 初始 屈服 后 继续 加 载 时 ， 随 着 塑性 应 变 e% 的 发 展 ， 其 性 质 要 产生 强化 。 这 
种 强化 一役 是 塑性 应 变 史 的 范 数 ， 设 以 参数 x 加 以 表示 ， 则 可 断定 加 载 函 数 及 后 继 届 服 面 的 
方程 分 别 兵 有 如 下 形式 


加 载 国 数 ， fiaiss srs KY 
后 释 间 服 面 方程 ， cp KR)=0 《267 
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eit 


后 继 届 服 面 在 应 力 空间 中 的 运动 规律 是 由 强化 规则 给 出 的 ， 这 个 规则 表明 了 塑性 应 变 的 增 量 
de” 息 样 影响 着 加 载 函 数 的 变化 。 常 用 的 有 下 面 几 种 

各 向 同性 强化 规则 ” 它 答 定 后 继 居 服 本 将 随 塑性 应 变 的 加 大 ， 而 均匀 向 外 扩张 ， 于 是 在 
平面 上 Mises 和 Tresca 准则 对 应 的 图 形 为 不 断 向 外 扩展 的 园 和 六 角形 。 后 继 屈服 面 的 方 
程 可 表示 为 


f=fo-x=0 ( 2:70) 
对 Mises 难 册 有 

f=T -Tk | 《 2:70) 
或 f=0 ok (2.70) 

0 -ok=0 (2.7d) 


其 中 上 (或 4 )》 随 de, 加 大 的 定量 关系 有 下 述 两 种 假设 。 一 是 塑性 汤 强 化 假设 ， 好 假设 强 
化 参数 只 取决 于 总 的 塑性 功 A; 而 与 应 变 路 径 无 关 ，.4。 可 表示 为 
A, = law, = J; de?, (2.80) 


二 是 应 变 蝇 化 假设 ， 姥 材料 强化 取决 于 某 种 累积 的 锝 性 变形 。 作 为 这 种 累积 变形 的 麻 其 ， 提 
出 过 不 同 的 参数 ， 其 中 比较 有 名 的 是 Odgvist 参数 9 ， 它 可 表示 如 下 


a = |¥ 2der, aes, (2°86) 
在 本 节 和 的 例题 中 ， 我 们 还 将 介绍 其 它 参 数 及 该 强化 规则 在 薄 壁 管 弹 塑 性 拉 扭 组 合 分 析 中 之 
应 用 。 
Prager 随 动 强化 规则 它 假定 届 服 面 在 = 平面 上 不 改变 形状 也 不 旋转 ， 只 产 生 刚性 移 
动 。 例 如 当 Mises 屈服 曾 向 拉 应 力 方 向 移动 时 ， 从 反方 向 达到 屈服 面 所 圳 的 应 力 变 化 就 减少 
了 。 这 解释 了 在 拉 伸 届 服 后 其 压缩 思 服 应 力 小 于 拉 伸 届 慑 应 力 的 Bauchinger 效 应 。Frager 给 
出 的 忆 服 面 随 逆 性 应 变 史 变化 的 规则 如 下 


/ 《ai 一 TD = (C28c) 
式 中 rij 表示 初始 届 服 面 中 心 的 移动 ， 它 可 表示 为 
r= Cen ¢ 2.9a ) 


注意 到 偏 料 塑性 变形 应 变 e 5 可 表示 为 
er = er def3 (2.95 ) 
又 由 亨 性 不 可 压 的 假定 有 exx = 0， 故 有 


er7 = 《2*9c 1 
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t 时 刻章 腿 面 中 心 : 


| . dr.; = cde?, ( 2.9d ) 


~ ¢ 是 由 实验 决定 的 材料 常数 ， 在 线性 强化 
1 的 条 和 件 下 它 是 常数 ， 上 式 表 明山 服 面 的 移 
、 动 方向 与 塑性 应 变 增 量 的 方向 一 致 。 在 三 
S 一 所 -1 的 后 枯 居 也 而 ”家 性 法则 成 立 的 条 件 下 ， 读 方向 即 与 该 瞬 
aa 时 加 载 点 处 届 服 面 的 法 线 方向 一 致 。 

. Ziegler 强化 规则 ” 它 假定 遇 服 面 中 
心 的 移动 方向 dr 位 于 以 而 服 面 的 瞬时 中 
心 至 屈服 面 上 加 载 点 Po0;;) 的 射线 上 (图 
10*5( a 7 而 其 量 值 其 系 则 为 


图 10.5fa) 表示 启 继 轩 服 面 移动 规 


律 的 Ziegler 强化 规则 Fi CF) {2:100) 
式 中 心 是 待定 的 大 于 零 的 数 。 上 趟 亦 可 写成 增 量 形式 
dri; = du(o;; — yi) (C210b } 


《 3 ) 加 分 载 准则 ， 
由 基本 假设 可 直接 推出 下 述 结 果 ， 即 位 于 屈服 面 上 的 点 的 应 力 变化 可 分 为 下 述 三 种 情 
议 : 
印 载 ” 逢 载 被 定义 为 由 旺 有 最 面 上 的 点 进入 弹性 区 的 应 力 变化 ， 其 数学 定义 可 表示 为 


F = 0 F < (2.11 ) 
这 是 因为 在 时 刻 上 满足 上 还 方程 意味 着 过 一 瞬间 了 < 和 ， 即 进入 弹性 区 ， 因 而 式 (211) 表 征 
着 部 载 。 对 式 (2'6 6 ) 微 分 得 到 

f = + eh +B ( 2*12) 


1 
和 


再 注意 到 在 卸载 过 程 中 既 无 塑 任 应 变 产 生 ， 又 无 材料 强化 ， 即 5 = 0, = 0, 应 用 这 些 条 件 


及 起 (2'11)、{2*12) 可 得 卸载 的 条 件 为 


3 ooo, f=0 (部 载 ) (2*13 ) 
Oi 


中 性 变 载 ”根据 基本 假设 ， 若 应 力 分 量变 化 后 只 是 从 一 点 变 至 同一 屈服 面 上 的 妃 一 点 ， 
则 材料 不 会 进入 弹性 区 ， 对 强化 材料 也 不 会 产生 禾 性 应 变 ( 上 5 = 0 ) 及 强化 ( x =0)， 因 
而 称 为 中 性 变 载 ， 其 条 件 可 表示 为 


8f oji=0， f=0 《中 性 变 载 ) ( 2°14) 


Bg;; 
加 载 ”对 处 于 塑性 状态 的 强化 材料 ， 加 载 前 味 着 郑 加 继续 产生 塑性 应 变 的 应 力 变 化 ， 根 
据 基 本 假设 它 是 由 指向 屈服 面 外 的 应 力 增 量 daii 造成 的 (图 10'5) 1 参照 式 (2:13) 与 【214) 
我 们 容易 判断 其 条 御 为 
81 oo FF=0 (加载 ) (2:15 ) 


Bop 
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由 式 (2*13) 一 (215) 可 见 函数 在 决定 材料 是 否 处 于 加 载 上 极为 重要 ， 这 就 是 它 之 所 以 被 称 
为 加 载 函 数 的 原因 。 应 当 特别 提请 读者 注意 的 是 。 虽然 加 载 时 3f /ac ci:> 0 ， 但 根据 基 


本 假设 ， 加 载 后 的 点 p; 仍 应 处 于 加 载 后 的 届 服 面 上 《图 10:56)， 即 仍 应 注 足 式 (216) 给 出 的 
后 继 届 服 面 方 程 ， 这 意味 着 式 (2"12) 中 第 一 项 的 增加 ， 恰 与 效 性 应 变 及 其 伴随 的 强化 而 引起 
的 第 二 、 三 项 的 减 小 相抵 消 ， 从 而 保证 了 df = 0， 即 有 

rf | 2f i» + of = 。 

1 Bo er ta 0 0 © 2°16) 


if 


上 式 表 上 明 后 继 届 服 面 的 运动 与 站 性 应 变 的 增 晤 及 材料 性 质 的 强化 窗 不 可 分 。 同 时 还 表明 存 这 
一 设计 的 理论 模式 中 数学 不 等 式 了 >>0 没有 相应 的 物理 背景 。 这 也 意味 着 在 这 一 模式 中 应 力 
空间 中 的 点 ， 只 有 在 后 继 届 服 面 运动 将 其 包含 在 内 或 其 上 时 才 会 有 确定 的 物理 内 洒 。 换 句 话 
说 按照 这 一 模式 ， 表 征 真实 材料 应 力 状 态 的 点 都 应 含 在 后 继 屈 服 面 内 或 其 上 ， 这 -观念 很 消 
晰 地 表示 《图 10.5(8 ) ) 在 Trcsca 随 动 强化 模型 中 。 由 图 看 出 加 载 点 永远 处 在 7 平 面 上 移 
动 着 的 后 继 山 服 面 上 。 


图 10.5(b) x 平面 上 的 Tresca 随 动 强化 模型 


三 。Brucker 公设 

上 面 的 分 析 指 出 届 服 面 与 塑性 应 变 率 及 材料 的 强化 有 着 密 不 可 分 的 联系 ， 但 是 在 相当 长 
的 历史 时 期 内 ， 大 们 并 不 了 筝 这 种 联系 。 例 如 1928 年 Von Mises 仿照 弹性 位 势 的 概念 ,提出 
塑性 势 9 以 计算 壮 性 应 变 的 增 量 ， 即 塑 性 应 变 增 量 可 起 9 通过 对 应 力 分 量 的 微分 而 求 得 ， 但 
当时 大 们 并 没有 认识 到 塑性 势 p 与 加 载 函 烙 的 密切 关系 。 1950 年 Druckcr 提 出 了 其 善 名 的 全 
设 ， 冰 从 理性 的 高 度 上 搞 清 了 塑性 流动 规律 与 加 载 销 数 的 关系 ， 并 有 明 珊 了 屈服 而 诬 状 所 必须 
满足 的 外 凸 性 ， 从 而 把 分 散 的 虚 则 用 统一 的 观点 联系 超 来 。 有 趣 的 是 建立 这 一 统一 理论 网 络 
的 关键 则 是 使 含 物 的 材料 强化 观念 族 得 明确 的 定义 ， 由 此 可 见 理性 化 的 概念 在 建 并 理论 中 的 
极端 重要 性 。 

在 简单 拉 伸 实验 中 材料 强化 的 概念 归结 为 应 力 是 应 变 的 单调 递增 函数 ， 对 于 复杂 的 应 力 
应 变 关 系 和 如 载 路 和 从 ， 问 题 就 没有 这 样 简单 。Drucker 用 下 列 方式 来 研究 这 一 问题 ， 他 考虑 


在 应 力 为 0 4 下 处 于 平衡 的 单元 体 上 缓 提 作用 -- 组 附加 的 应 力 然后 又 缓慢 地 将 其 移 去 (这 里 
缓慢 加 邱 载 是 使 过 程 保持 在 等 温 条 件 下 )。 他 用 在 附加 应 力作 用 的 过 程 中 以 及 整个 附加 上 应力 
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的 循环 中 所 作 的 功 不 为 负 来 定义 材料 的 强化 。 这 样 做 的 目 是 注意 到 对 耗 散 材料 来 说 在 软化 过 
程 中 ， 例 如 拉 伸 曲线 上 过 峰值 点 之 后 (这 种 展 况 Drucker 称 之 为 非 稳定 材料 ) 与 强化 过 程 一 
样 ， 原 施加 应 力 之 功 也 是 非 负 的 ， 这 样 就 无 法 用 该 功 来 区 分 材料 的 强化 与 弱化 。 但 若 采用 完 
全 不 同 平原 施加 应 力 0 9, 的 附加 应 力 的 办 法 却 可 以 揭示 出 材料 的 强化 性 质 。 具 体 地 说 材料 的 
强化 定义 是 由 下 述 Drreker 强化 公设 来 给 出 的 [22]。 
Drucker 强化 公设 强化 意味 着 除 在 所 有 附加 应 力作 用 下 材料 仍 保持 平衡 状态 外 ， 还 要 求 ， 
( 1 ) 在 读 附 加 应 力 施加 的 过 程 中 它 所 作 的 功 4 为 正 
5 2 ) 在 读 附 加 应 力 施加 和 移 去 的 整个 循环 中 ， 它 所 做 的 净 功 4s 或 者 为 正 或 者 为 零 。 
车 让 o 1, 与 6 分 别 表 示 该 过 程 中 任 一 瞬时 单元 体 的 应 力 与 应 变 率 , es 与 a 分 别 表示 
初始 应 变 状 态 与 加 教 完毕 后 的 应 变 状态 ， 则 〈 co， -09，) 表示 的 是 附加 应 力 。 于 是 强化 条 
件 ( 1 ) 的 数学 表达 式 可 写 为 


1 

ej 
4=| 《Col -oydews>0 ”对 加 载 过 程 (C2117 ) 

ey 


为 了 得 到 对 应 于 条 件 ( 2 ) 的 数学 表达 式 ， 设 加 载 开 始 的 时 启 为 fi， 加 载 完 的 时 刻 为 i， 印 载 
完 的 时 刻 为 f;,， 则 在 整个 应 为 第 环 中 的 净 功 As 为 
1 1g 


| oo -os Yadtt | C0! -ob ) et 
站 | 


Fg 


Ay 


目 


上 和 a a 二 
- [ (Col or ) asdt+ | co -oo et dt) 
上 
t 


本 1s 。 
| 《co — 09 Jér dt + | (05 ~ 0 yen at (2°18) 
i 了 


上 上 起 推导 中 果 用 了 总 应 变 率 ti 等 于 弹性 应 度 率 55 与 塑性 应 变 率 6 了, 之 和 的 表达 式 。 


由 于 在 整个 应 力 循环 中 弹性 功 是 可 逆 的 ， 而 上 
式 中 括号 内 的 项 表达 的 是 一 个 循环 中 弹性 功 的 
总 和 ， 故 应 为 零 ， 又 由 于 在 外 载 时 无 塑性 应 变 


增 量 ( es ” = 0 ) 上 式 中 的 第 四 项 应 为 零 ， 于 
是 强化 条 件 ( 2 ) 的 数学 表达 式 可 以 写 为 


二 4. 
As = | (of -ol Jer, df 0 
1 . 


《 对 一 笑 环 过 程 》 © 2'19 ) 图 10.6 ”从 届 服 面 内 出 发 的 加 暴 路 径 
为 了 得 到 式 (2.49) 的 简洁 表达 式 ， 试 考虑 从 屈服 面 内 某 点 cy 开始 的 附加 应 力作 用 过 程 。 加 
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' 载 时 先 从 0 点 出 发 沿 届 服 画 内 的 一 条 路 径 到 达 刷 服 画 上 的 了 点 《图 10"6 ) ， 其 应 力 状 态 为 
ci。 根 据 基本 假设 ， 在 此 过 程 中 只 产生 弹性 应 变 旦 其 值 与 路 径 无 疾 。 接 着 假设 作 用 一 指 癌 
屈服 面 外 的 非常 小 的 应 力 增 量 da,j， 则 它 将 造成 非常 小 的 羞 性 应 变 de7 以 及 弹性 应 空 


de*,， 。 然 后 再 沿 后 继 届 服 面 肉 的 一 条 路 答 回 到 原来 的 应 力 状 态 c% 。 记 从 和 点 加 载 到 点 工 的 
时 肇 为 吉 ， 加 载 起 始 与 终了 时 刻 为 五 与 a， 则 式 (2*19) 可 改写 成 


1 ty 


及 = 
ty 


注意 到 从 二 至 t 的 路 经 是 在 怖 服 面 内 进行 的 ， 它 不 产生 塑性 变形 放 第 一 项 为 零 、 于 是 我 们 
得 到 


12 


A = | Co -ay ) es, dm 0 〈 221 1) 

至 此 为 止 由 式 (3'17) 与 (2'21) 家 述 的 幼 4 及 As 都 是 精确 的 。 注 意 到 Drucker 强化 公设 的 核 

心 是 这 些 功 大 十 零 成 等 于 零 《 后 玫 只 在 53， = 0 时 成 立 ) ， 这 种 不 等 式 的 判断 放松 了 对 4 及 

4 精确 计算 的 要 求 。 若 二 -t= 为 微量 ， 则 将 4 展 成 Tayler 级 数 ， 并 用 去 因 以 上 的 
项 可 得 . 

8.4 1 7 dd 2 

公有) = 过 sf 二 六 St 十 (3 和 St 


2 《2.22 7) 
由 44 = | ou on), 
可 得 ; Aslts)= 0 
(4),. -fc - 0, ye 
由 此 有 A = [Cos 一 ay ) 7 ， ji B+ + [os 22 + oi— or ) e ?， 上 dt? 


由 于 04; 取 任 何 伪 时 [Cos 一 09》 ,5 总 远 小 于 [os 00) ji, 54 玖 相 雍 
之 下 前 者 可 略 去 ， 于 是 由 上 式 及 (2.21) 式 得 


4 一 《人 ij 一 o'er 6t + Da 8 《全 0 
或 * 《0 oY ) de + 3 do de 2 0 C 2.23) 


作为 上 式 的 特例 ， 车 附加 应 力 的 起 始点 选 在 届 服 面 上 ， 则 由 013= af? 可 得 强化 象 件 ( 2 ?的 


。 式 (2.23 ) 的 结果 与 Drucker 在 [23] 中 的 绪 果 不 同 ， 司 者 的 第 二 项 没有 系数 172， 
185 


rr 


表达 式 为 
dei de? 2 0 © 2'24) 


注意 到 do 为 无 小 量 ， 而 当 01 守 05 时 《04105 ) 为 有 限量 ， 我 们 有 


(gi; ~ oo SB Lda (C295) 
故 式 (2"23) 左 边 的 最 后 一 项 可 略 去 ， 由 此 即 可 得 出 下 述 关系 式 
Co 一 0 der 《2"26 ) 


上 式 有 时 被 称 为 最 大 局 部 作用 原理 ， 它 在 证 明 届 服 面 的 外 凸 性 和 塑性 理论 的 一 些 基 本 原理 和 
规律 上 起 着 重要 的 作用 。 车 附加 应 力 的 起 始点 仍 选 在 局 服 面 上 、 并 甩 去 高 阶 无 穷 小 量 ， 则 表 
述 强 化 条件 C1) 的 式 (2:1?) 可 近似 表示 为 
dao,des> 0 《2"27 > 

式 (2.24) 与 (2:27) 就 是 Drucker 当初 给 出 的 应 变 强化 的 数学 表达 式 。 下 面 将 看 到 式 (2'24) 
在 证 明 塑 性 流动 的 垂直 性 法 则 上 的 重要 作用 ， 和 而 特别 值得 强调 的 是 式 (2*24) 中 的 等 号 仅 出 现 
在 de 为 零 的 情况 ， 以 便 号 下 面 将 要 过 论 的 理想 塑性 材料 的 数学 定义 式 区 别 开 来 。 

厂 。 基 家 性 潜 则 与 外 凸 性 

现在 设 材料 单元 的 应 力 状 态 可 用 应 力 空 间 中 的 矢量 @ 天 示 。 这 里 应 力 空间 指 的 是 以 应 力 
作为 座 标 轴 长 诬 测 诬 而 建立 起 来 的 空间 ， 轴 的 基 矢 间 是 符合 正 交 性 条 件 的 。 在 应 力 张 量 不 对 
” 称 的 情况 下 ， 它 的 难 数 为 9， 在 此 空间 中 的 曲面 被 称 之 为 超 曲 面 。 若 应 力 张 量 对 称 或 某 些 应 
力 分 量 为 零 则 可 得 到 六 维 的 应 力 空间 或 晓 化 
的 低 维 子 空 间 。 在 所 有 了 以 上 的 这 些 应 力 空 间 
中 车 将 塑性 应 变 张 量 37 乘 以 一 个 具有 应 力 


量 纲 的 常数 ， 则 de? 亦 可 在 同一 空间 中 用 矢 
量 sz 表示 ， 这 样 就 可 使 我 们 用 直 玛 的 方法 
来 建立 某 些 基 本 的 关系 。 例 如 对 【图 10*5， 
所 未 的 加 载 过 程 ， 可 画 出 该 超 空 间 中 的 矢量 
图 如 《图 10.7 ) 所 未 。 忆 及 矢量 点 积 的 特性 本 40,7 九 维 应 力 空 间 中 的 应 力 及 塑性 应 变 尔 量 
则 式 (2* 24) 可 表示 为 


dorde’ = do | der |cost> 0 (2:28) 


或 -< 9 < (2+29) 


根据 基本 假设 产生 塑性 应 变 的 dc 必然 是 指向 忆 服 面 外 的 ， 因 市 dr 的 变化 范围 是 在 I 
点 届 最 面 切 平面 QIQ' 以 外 的 区 域内 ， 若 在 矢量 da 与 de’ 组 成 的 平面 内 来 考虑 问题 ， 则 
do 的 极限 位 置 应 为 线段 1Q 与 JQ4， 其 间 的 变化 角度 则 为 +。 要 在 此 范围 内 和 象 式 (2*29) 要 
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求 的 那样 do 与 矢量 dt2? 的 夹 角 小 于 或 血 于 */2， 唯 一 的 可 能 性 是 矢量 de? 均 分 角 G7Q4/， 
这 意味 着 它 应 重 直 于 切 平 面 81Q' 并 指向 届 服 面 以 外 ， 这 证 明了 塑性 应 变 增 晤 的 所 谓 垂 直 性 
法 则 ， 即 塑性 应 变 增 基 的 方向 与 do 无 关 ， 始 终 收 直 于 加 载 点 处 的 届 服 面 ， 并 与 该 点 外 法 线 
的 方向 要 重合 

在 满足 答 直 性 法 则 的 前 提 下 ， 屈服 面 仍 存在 外 钊 与 外 西 两 种 可 能 性 下 面 我 们 用 式 
(2*26) 证 有 明 届 面 必然 是 外 目的 ， 事 实 上 由 式 (2"26) 可 以 断定 


de | cosy0 . (230 7 


‘Tg "de" = [oo | 


或 x/2y < ( 2+31 ) 


上 式 洽 昧 着 从 司 服 面 内 任 一 点 至 加 载 点 I 的 射线 
都 必须 与 de” 或 外 法 线 成 锐角 ， 显 然 这 只 有 屈服 
面 外 上 旦 时 才能 满足 。 事 实 上 老 曲 面 外 四 ， 则 总 可 
以 找到 一 点 ， 它 引 至 点 工 的 射线 与 外 法 线 成 钝 角 
(图 10.8 ) ， 困 所 违背 了 式 (2*31)， 又 宙 于 加 载 
点 工 的 任意 性 ， 故 屈服 面 处 处 外 本 ， 这 样 就 完 
成 了 外 凸 性 和 垂直 性 在 光 清 的 届 服 面 上 各 点 都 威 
立 的 证 明 。 10'8 ”有 疝 线 外 加 时 出 可 大 于 x/2 

以 上 的 讨论 是 针对 届 跟 面 处 处 光滑 的 条 件 下 进行 的 ， 这 里 光 请 的 含义 是 指 井 面 共有 连续 
转动 的 切 平 面 。 著 局 服 面 出 现 楼 边 或 纵 顶 (图 10'9( a (6 ))。 则 根据 式 (2'26) 容易 判断 ， 
de? 必 位 于 楼 边 两 侧 加 载 面 法 线 所 形成 的 角度 之 内 ， 对 于 骏 形 顶点 的 各 况 ,de?; 则 必须 位 于 
由 尖 点 附近 届 有 最 面 的 法 线 旋 转 而 成 的 锥 体内 。 


图 10.9(a) Tresca 局 服 面 情形 下 的 de? 方向 的 变化 范围 图 10.9Cb) 人 猴 顶 处 de? 的 变化 范围 
对 于 理想 塑性 材料 ， 我 们 可 类 比 Drucker 强化 公设 ， 把 它 定义 为 符合 下 式 的 材料 
doide® = 《 232 7) 
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显然 它 是 符合 单 向 拉 伸 下 理想 塑 仁 的 定义 的 ， 不 过 在 那里 产后 闻 性 流 动 时 应 力 不 变化 (do 
= ) ,而 在 这 里 应 力 分 质 在 保证 应 力 状 态 点 仍 留 让 局 职 而 上 的 条 件 下 可 改变 各 分 量 的 大 小 。 
注意 到 矢量 da 的 变化 是 处 在 加 载 点 处 屈服 面 的 切 平 面 上 ， 故 满足 式 (2*32)7 的 充 要 条 件 是 


det; 垂直 于 届 服 面 。 同 样 亦 可 梅 遗 出 《 ci 一 co 有 2dci 的 不 等 式 ， 并 由 此 及 式 ( 332) 得 到 


式 (2 26)， 并 由 此 证 明理 想 问 性 材料 届 服 曲面 的 外 凸 性。 
NN ， 流 动 规则 
由 高 等 数学 可 知 ， 在 上 述 九 维 应 力 空 间 及 其 蜡 化 后 的 低 纵 应 力 空 间 中 ， 屈 服 面 了 = 0 的 


外 法 线 方向 余 张 与 8f/80; 成 正比 。 数 塑性 应 变 率 分 晤 es” 与 8fy/ac， 成 正比 例 ， 即 有 
se” = 人 Br/aoiy (2*33 ) 


起 中 是 一 标量 因子 ， 可 以 是 应 力 、 塑 姓 应 变 率 8; 和 材料 强化 历史 ( 或 加 载 足 ) 的 函数 。 
式 (2.33) 表 明 ， 塑 性 应 变 素 是 届 服 函数 对 应 力 分 量 求 偏 导数 而 得 到 的 。 这 种 e2 的 数 学 表达 
形式 正 是 硼 性 势 理论 所 追求 的 ， 不 过 这 蛙 的 塑性 势 不 再 是 类 比 弹性 位 势 得 到 的 ， 而 是 根据 
Drucker 公设 推出 的 结果 ， 它 证 明了 对 .… 大 类 材料 效 性 势 就 是 规定 届 服 面 的 看 服 函数 。 但 对 
岩 土 科 料 ， 其 塑性 势 可 与 届 服 函数 不 相等 ， 相 应 于 于 种 材料 的 塑性 流动 被 称 之 为 非 关 联 流 
动 ， 这 里 讨论 的 则 是 关联 流动 的 情形 。， 

对 于 理想 逆 性 材料 或 强化 材料 的 初始 届 服 面 ， 了 仅 是 应 力 的 函数 。 车 取 了 为 式 (2'24 ) 
表达 的 Mises 届 肢 函数 ， 将 其 代 人 式 (2133)， 并 记 了 = 1 Si5i 因 如 时 = Si: 则 可 求 得 


et=ASy » der=dh 5 ¢ 2+340,6) 
_ 
A =a 
或 dei = + dS ( 2+350) 


上 或 称 为 Prandtl-Reuss 关系 ， 它 表明 塑性 应 变 分 量 的 增 量 与 相应 的 储 应 力 分 量 成 比例 。 用 
于 de = 0 帮 de 只 有 5 个 是 独立 的 ， 因 此 要 如 上 一 个 体积 弹性 的 方程 ， 即 


dE gE 二 do 。 2r356 > 
如 果 塑 性 应 宽 增 时 很 大 ， 则 可 略 去 弹性 应 变 增 量 ， 于 是 可 得 到 Levy-Mis2s 关系 如 下 

de = dASii, 

de de, de, des» deys _ derx 

一 一-- 三 一- 二 > 一 ”= 一 *36 ) 
或 SS SS Sy Se (3 


即 化 简 为 应 变 分 量 的 增 量 与 偏 应 力 分 最 成 比例 。 

对 手 强化 材料 若 设 式 (2.6) 中 的 强化 参数 可 表示 成 塑性 应 变 e5 的 函数 , 则 由 式 《2.6) 
在 却 载 条 件 下 ， 我 们 有 
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Reborn ren 


7 - 21 


3 的 i 二 一 A pe ;= 0 《2.370 7》 
将 式 (2.337 代 人 (2'376 )， 可 得 
和 二 目 下 On C2.37b ) 
式 中 af 3 -于 BF | 《2"37c ) 
Be Deh, Dom 
将 式 (2， 37b) 代 入 (2 33) 后 ， 可 将 塑性 应 变 :中 55 表 表示 为 
sz = gt Tt (2437d ) 


式 给 出 的 塑性 上 应变 增 景 与 应 力 增 划 之 间 的 线性 关系 ， 是 在 假定 & 可 表示 为 sans 的 现时 拉 的 


国 数 的 条 忻 下 推出 的 结果 ， 这 在 
一 般 情 况 下 只 能 看 成 是 一 种 假 让 
[ 注 : 强化 参数 应 看 成 是 许 变 吧 
的 巷 随 3 并 无 坚实 的 理论 基 册 。 
式 C2:37 gd ) 仅 适用 于 加 载 ， 如 盯 
cj; 全 部 反 号 则 给 出 的 是 完全 不 
同 的 弹性 秃 载 规律 。 

V 。 简化 模型 及 应 用 举例 

由 以 上 的 分 析 可 网， 如 果 在 
一 般 条 件 下 用 形 如 式 (2"37c ) 与 
(2"37 d ) 的 公式 来 处 理 弹 塑性 
分 析 的 问题 ， 将 是 比较 麻 糯 的， 
因此 在 工程 中 常 采用 -系列 简化 
的 模型 。《 图 10 ,10)7 中 分 别 给 出 
了 刚 一 一 理想 塑性 、 弹 : 
姐 性 、 刚 一 一 线性 工作 强化 和 弹 
”一 一 线性 工作 强化 的 模型 。 这 些 
模型 虽然 有 一 定 的 应 用 价值 ， 但 
精度 通常 很 低 。 干 面 我 们 以 
Mises 型 屈服 各 向 同性 应 变 强 化 
的 模型 为 例 ， 来 求 出 这 种 强化 材 
料 的 流动 法 则 。 对 Mises 各 向 问 


性 强化 规律 ， 由 式 (2'7 d ) 我 们 有 有 


© {a) 
TT 
F 
- 
5 | 
如 
th) 


( b ) 弹 一 理想 塑性 


{ a ) 刚 一 理想 塑性 


4 5 )》 出 一 线性 工作 强化 ( 4d ) 弹 一 线性 工作 强化 
由 10'10 作 种 向 化 烧 亚 


和 a rh a 
eT LE A tn LEH a Et PA + 


f =-o-ore=0 (2-38a ) 
或 ， do =dx (2.386 ) 


车 引入 一 新 的 微分 参数 ， 称 之 为 等 效应 变 微分 dr， 使 之 在 单 轴 拉 伸 时 之 值 怡 等 于 拉 伸 塑性 
应 变 增 量 ds，( 参见 图 10.11 之 横 座 标 》。 读 参数 之 数学 表达 式 为 

rz = 33Vden de (2,39 ) 
事实 上 根据 塑性 不 可 压 的 假设 ， 在 单 轴 拉 伸 时 有 

odes = Ade, = -ae 《2*400 ) 
将 式 (2"408 ) 代 人 人 239) 本 得 

der 一 9 。 Y (at ) + (de ) 十 (cc ) =der, = der C 2405 ) 
等 效应 变 强化 的 假设 意味 着 ,在 复杂 应 
变 路 径 下 强化 参数 的 增 明 dk， 与 de 


= Qtr 时 拉 便 应 力 曲 线 的 强化 参数 增 旺 
dx 下 相等 ， 后 者 恰 等 于 加 载 处 之 切线 侨 


率 E? 怀 上 dc 《图 10:11)， 故 有 


dx = dx = E? de? = EF? dé? 


CC Dedlg ) 
式 中 Ef =d0lde" 《 2°416) 图 10.11 等 效应 力 及 等 效 塑性 应 变 的 轿 
将 上 起 代入 蕊 (2'388) 得 您 及 强化 参数 的 决定 
do = 万? di ( 2442 


人 1 
值得 注意 的 是 上 式 中 的 ws? 并 不 是 微分 ， 而 是 由 式 42.39) 定 义 的 。 所 及 Ti = 2 S51 及 
= Si 将 武 (2.7 58 ) 代 人 式 (2*33)， 可 得 
1 
de =dh Si (243) 


为 了 求 得 这 一 强化 材料 的 d4 与 加 载 史 的 关系 ， 可 将 上 式 代入 式 (2*39)， 并 应 用 式 (2*42) 可 
得 


di ea V3 do (2.44 ) 
2 wT ia) 2 TR! 
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再 忆 及 口 = 37 0) 3 于 是 有 
~ vw vis 


do = a Te dT .,) ‘ 2"45 ) 
将 上 式 代 人 式 (2.44) 得 
-3。. qd . ， 
dh 4 " FE { 2*46 7 


于 是 由 式 (2,43 ) 可 得 

dei = 3.. 7S C 2147 ) 
上 式 说 明 塑性 流动 规律 与 居 服 函数 及 其 变化 《 这 里 是 Te 与 dT ) 密切 相关 ， 对 关联 流动 
这 是 必然 的 结果 ， 如 果 我 们 测 得 了 拉 仲 曲线 并 将 巨 ?与 的 关系 转换 成 已 ?与 Te 的 关系 ,就 


可 根据 加 载 情况 5 即 了 了 与 8， ) 来 决定 复杂 应 力 状态 下 的 d4 和 ae 。 下 面 我 们 举 出 一 个 


具体 的 数字 例题 来 加 以 说 明 。 

应 用 举例 设 有 一 无 初 应 变 的 汞 幅 圆 管 , 承 琶 一 组 合 的 拉 伸 与 扭转 的 载荷 历 史 , 它 在 0 ~ 
z 空间 中 的 路 径 如 下 《 单位 为 Pao, 见 图 10*12》 * 

(TI)?(60, 0) 至 (0,10000) (0.10000) | 00) 


《 工 240, 10000) 至 (30000,10000 } 

《 下 )(30000,10000) 至 (30000，- 10000 ) 
CW)C30000, 一 10000) 至 (0,0) 
假设 管子 的 材料 是 弹 塑 性 材料 。 弹 性 啊 应 是 线 
性 的 ， 届 服 准 则 是 Mises 淮 如 ， 并 且 用 各 人吉 同 
性 应 变 强化 。 册 简单 拉 伸 实测 的 y =0,3， 且 应 0 
力 应 变 关 系 为 图 10-12 在 (o,r 空 间 中 的 加载 路 往 


sn CO 4 
10°e 6 + (9/1000) 


,其 中 第 一 项 表示 弹性 应 变 ， 第 二 项 表示 塑性 应 变 。 现 规定 塑性 应 变 为 6.1% 侍 对 应 的 应 力 为 
届 服 极限 ， 则 显然 4 点 中 为 初始 届 服 点 ， 它 对 应 的 届 服 面 ( 线 ) ， 即 为 初始 届 服 面 ( 线 )。 

我 们 的 任务 是 对 读 薄 壁 园 管 进行 弹 塑性 应 变 分 析 ， 即 找 出 弹 塑 性 庶 变 发 展 的 规律 ， 为 此 我 们 
露 先 将 本 构 关 系 用 0 ，r+ ，dc 和 dr 表 成 显 式 。 在 本 例题 中 由 于 只 有 0 与 + 不 为 零 ， 鼓 


Tz)= EC 一 oo (oa ~ OY + (os — O11) :+6(ol, + ot, Tai 7 
= (ot 37) Ca) 
dT = 二 ado + 2rdr (5 ) 


下 面 由 单 向 拉 伸 实验 曲线 去 求 迫 ?， 并 注意 在 此 单 轴 条 件 下 得 到 的 结果 应 表示 成 应 力 状态 下 
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一 一 一 -一 -= 一 一 一 -一 ae 三 cr 一 一 


一 般 送 用 的 形式 ， 此 时 应 将 ,中 的 0 接 下 式 变 换 为 了 oa (在 式 (a ) 中 令 r 为 0 求 得 的 ) 


1 

了 zi = 3 0 《3 
有 由 题 中 给 出 的 实验 结果 可 知 

10%*?= (go/10)3 (Cd) 

15 
则 E?’=do/der = Ea 
将 成 Cc ) 给 出 的 相应 条 件 下 的 9 与 了 2 的 关系 伐 和 人 上 式 ， 可 得 
2 0 

£1 Ey ‘ ° ) 
将 式 Ce 并 CD) 代 入 起 (2.467 可 得 

A 一 字 工 10 sdaT,,, 一 2 X 110 与 ( Sodat+ 2rar ) ( / ) 
再 应 用 式 (2*47)9] 得 

六 -27 1 2 ; | 

de? 1 x 1 人 1s ( ?ouc+ 3rdr )S， (gg) 
忆 及 5S, 的 定义 式 ， 则 各 塑性 应 谈 分 基 的 表达 式 可 给 出 如 下 ; 

ds? = 3 x10 !s(odo + 30rdr) 

der = der = -Sx 10 Kodo + 30 rdT) 

2 Ch) 

dexh = ， x10 isordo+3Srtor) | 

desr= dere= 0 ; 
对 弹性 应 变 ， 我 们 有 下 述 公式 I 

des, = ido, ~ FdOwd i) Pa} x10’ 


由 实验 曲线 可 知 上 =10°ps， 夺 » =0.3， 则 可 
得 其 表达 式 为 
de =1.3x10 do,3 x 10 dos6.; 
ij) 
应 用 上 述 各 式 求 塑性 应 变 分 量 时 ， 关 键 在 于 找 
出 后 继 届 服 面 ， 以 便 判 断 在 那些 加 载 路 径 上 有 
塑性 谈 形 产生 ， 然 后 全 针对 这 些 段 用 式 ( ) 求 
出 其 计算 结果 。 
( 图 10.13 ) 中 列 出 了 各 加 载 点 对 应 之 届 服 面 
( 线 ) 及 加 载 路 径 ， 值 得 注意 的 是 由 于 卫 、 图 10.13 ”加 较 路 答 与 后 浊 届 服 面 ( 线 ) 
C 点 的 届 服 面 ( 线 ) 一 样 ， 因 测 整个 如 载 过 程 中 只 有 路 答 (ii) 中 有 塑性 变形 产生 ,在 加 载 点 
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下 点 对 应 的 初始 山上 服 内 


处 之 各 分 量 可 接 式 (4 ) 求 得 为 : 
pb LT 本 
esp=3x10 | odo= 92.7xX10? 
自 
efa= erp= ~1,.35x10? 


S0000 本 
x 10 “| (10)odo = 2025Xx10 
0 
rE rg 二 £ FB = 0 


以 上 得 到 的 结果 也 是 疤 载 完毕 后 的 残余 应 变 ， 这 是 因为 由 基本 概念 判断 或 用 式 ( 了 ) 的 计算 都 
可 确证 ， 经 过 路 答 ( 工 )(I X 亚 ) 和 (IFY ) 而 同 复 备 原点 0 后 的 总 强 性 应 变 是 为 零 的 。 本 例题 在 
4 、 吾 加 载 点 处 红 性 应 变 增 量 垂直 性 法 则 的 检验 也 是 有 意义 的 ， 请 读者 自己 加 以 完成 。 

可 。 评 论 和 补 注 

在 结束 经 典 塑 性 理论 的 讨论 时 ， 我 们 有 必要 对 $10"1 中 关于 经 典 模型 的 评论 作 一 简单 回 
磊 。 经 典 塑 性 理论 有 时 亦 称 为 数学 塑性 理论 ， 在 Drucker 公设 棍 出 以 后 该 理论 建立 了 统一 
的 网 络 ， 数 学 上 是 比较 严密 的 。 问 题 则 出 在 读 理 论 的 基本 假设 是 否 或 在 多 大 的 精度 范围 内 成 
立 上 。 用 在 届 腿 而 的 实验 研究 方面 作 过 大 量 工 作 的 AA,phillips 的 话 来 说 [283，“ 该 基本 假 
设 的 实验 验证 是 困难 的 ， 这 是 因 为 图 1 与 图 2 是 理想 化 了 的 ， 而 实验 处 理 的 材料 是 现实 的 
而 不 是 理想 化 了 的 ”( 注 ， 该 文 指 的 图 1 是 理想 化 后 的 拉 伸 曲线 ， 它 去 掉 了 御 城 点 与 重新 加 
载 点 并 不 重 全 等 现实 材料 的 特性 ， 而 图 2 则 是 根据 隘 理 想 拉 仲 明 线 引伸 出 来 的 初始 届 服 面 及 
后 继 屈 服 面 ,参阅 图 10'3 与 10.4)。 除 了 基本 假设 实验 验证 的 问题 以 外 ， 强 化 假设 的 粗糙 性 ， 
， 届 服 点 定义 的 人 为 性 ， 本 构 规 律 在 应 力 空间 不 连续 而 带 来 的 计算 复杂 性 都 使 该 理论 的 应 用 受 
到 了 较 大 的 限制 。 对 工程 上 极 关 重要 的 弹 塑 性 分 析 ，、 即 塑性 应 变 与 弹性 应 变 在 同一 晤 级 的 应 
变 分 析 ， 读 理论 表现 了 较 大 的 困难 ( 当 06.: 被 定义 或 屈服 点 并 以 此 作为 弹性 分 析 的 界限 时 ， 
实际 上 就 掩盖 了 高 达 2000ue 的 塑性 变形 范围 内 特定 材料 塑性 响应 的 具体 特性 ， 而 当 利 用 小 
塑性 应 变 来 定义 屈服 限时 又 遇 到 了 由 和 于 第 二 级 效应 造成 的 困难 [29])。 而 对 于 有 限 变 形 下 污 
理论 的 分 析 ， 其 理论 基础 也 是 值得 探讨 的 ， 这 一 情况 可 以 用 下 .H.Lee 在 1975 年 金属 非 弹性 
本 构 方 程 专题 讨论 会 上 的 下 面 一 段 话 来 加 以 说 明 [30]， 他 说 : “假如 人 们 要 去 研究 有 限 变 形 
下 的 弹 塑 性 理论 ， 那 就 必须 面 对 这 一 问题 ， 即 塑性 理论 并 未 进入 已 对 有 限 变 形 发 展 了 的 连续 
介质 力学 的 了 网络 之 中 。 如 果 人 和 们 注意 Noll 与 Truesdell 的 书 *， 他 们 简单 地 认为 塑性 理论 并 
没有 很 好 地 建立 起 来 ， 认 为 它 不 满足 旋转 下 不 变性 的 要 求 ， 因 此 在 该 学 派 的 一 系列 书 和 论文 
中 ， 对 读 理 论 不 予 过 论 ， 简 直 无 视 了 它 的 存在 ”。 这 种 铺 况 促使 了 人 们 近年 来 对 有 限 变 形 下 
弹 塑 性 理论 基础 研究 的 热潮 。 

下 面 我 们 转 入 对 经 典 塑 性 理论 公设 的 讨论 。 为 此 我 们 先 简略 介绍 一 下 Yinbwmwx 著 性 公 
设 《1961 ) ， 它 是 在 应 变 空间 中 来 过 论 问题 的 ， 其 作用 相当 于 在 应 力 空间 中 建立 塑性 模型 的 
Drucker 强化 公设 一 样 ， 对 建立 应 变 空间 中 的 经 典 理论 起 着 核心 的 作用 。 

Havpmuan 组 性 公设 ”从 任 一 点 ( oo ,er?，) 开始 与 终止 的 一 个 应 变 循 环 中 ， 其 总 应 
变 比 能 不 为 负 ， 即 下 述 周 线 封闭 积分 必须 大 于 或 等 于 堆 
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w= fase> 0 


《248 ) 

车 用 下 式 定义 a ， 使 之 与 。 £1 用 弹性 张 量 Cj 联系 起 来 ， 则 有 

oR = Cas eh ( 2.49 》 
基本 上 仿照 推导 式 ( 2 23)(23.24) 与 (2+: 5) 的 方法 ， 可 分 别 求 得 

(esi Et; 2 doar, tde do 之 1 《2*50 )》 

dej dor > | 《2"51 ) 

(ei =e,)dos,> 0 《2.52 ) 
式 中 sr 为 启 服 面 于 的 点 ， 即 浅 足 下 述 届 服 而 的 方程 

einr)= 0 {2:53 


值得 注意 的 是 上 式 才 未 的 届 服 面 就 是 应 变 空 间 中 的 局 季 面 ， 象 拉 伸 加 载 时 田 性 应 变 不 断 加 大 
一 样 ， 该 室 间 的 用 服 面 随 加 载 或 塑性 变形 的 发 展 是 不 断 向 外 扩展 的 ， 这 里 加 载 条 件 对 应 于 
式 (2*51) 中 左 端 之 0 的 情况 ，= 0 则 霄 示 中 性 变 载 或 印 载 。 利 用 式 (2'52) 与 (2.51) 亦 可 分 中 
证 明 应 变 空 间 中 剧 服 面 的 外 让 :性 及 改 直 性 法 则 ， 后 者 可 表示 为 . 


dor = duaF /de,; 《2'54) 

有 具有 
dA = 《2"55 ) 
珂 mpa0IHH 塑性 公设 与 Dracker 强化 公设 是 两 个 独立 的 公设 ， 后 者 只 适 用 于 强化 稳 


定 ) 材料， 面前 者 可 适用 十 弱化 《或 非 稳 定 ) 材料 ， 卫生 说 从 以 的 
料 料 特性 。 不 难 证 明 Drucker 公设 只 是 开 xpmm 公设 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 忻 ， 即 满 
是 Drucker 公设 的 一 定 福 足 nspmwn 公设 ,但 后 者 不 一 定 要 求 应 力 循环 中 的 塑性 动 4。>>0， 
因而 不 满足 Drucker 公设 的 却 可 能 满足 可 armugH 公设 ， 这 说 明 xewnarai 塑性 公设 的 适 
用 范围 比 Drucker 强化 公设 的 范围 广 。 

上 面 关 于 经 典 塑 性 理论 基本 公设 适用 范围 的 讨论 ， 提 出 了 一 个 很 基本 的 问题 ， 即 既然 
Drucker 公设 不 是 塑性 变形 中 普遍 成 立 的 公设 ， 那 么 和 Drucker 公设 处 于 同一 概念 范畴 的 
歼 zpmuH 公设 是 否 也 不 能 构成 一 般 条 件 下 的 塑性 变形 的 充分 和 必要 条 件 呢 ? 只 要 注意 到 这 
两 个 公设 是 在 等 漫 条 件 下 以 宙 械 能 守恒 及 其 损耗 的 观念 出 发 的 ， 就 可 得 出 明确 的 回答 。 实 际 
”上 这 两 个 公设 都 只 是 拟 热力 学 的 公设 ， 而 不 是 从 热力 学 第 二 定律 得 出 的 结果 ， 效 各 话说 它 它们 
并 没有 不 可 道 热力 学 的 根基 。 从 后 者 的 观点 来 看 ， 产 生 不 可 逆 变 形 { 包括 塑性 变性 ) 的 充分 
与 必要 条 件 就 是 满足 在 八 章 中 介绍 的 Clasius-Duhem 不 等 式 ， 它 概括 了 一 切 复杂 的 塑性 变 
形 过 程 ， 因 此 也 是 研究 塑性 变形 规律 的 基础 。 顺 便 指 出 式 (2*23) 一 (2*25) 给 出 的 Drucker 公 
设 的 数学 表达 式 ， 或 式 (2:50) 一 (2*52) 的 Hapwmn 公设 的 表述 式 ， 由于 用 的 是 小 变形 中 的 


* CC. ,Truesdell 名 W. Noll, The Nonlinear Theories of Mechanics, Handbuch der 
physik, Band IIl/s, Ed.s.Fligge,Springer-Yerlag, Berlin 1965, 
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应 力 与 应 变 张 量 ， 因 而 仅 适用 于 小 变形 的 情况 。 在 有 限 变 形 下 公设 的 数学 表 过 式 ， 则 还 必须 
` 联系 到 有 限 变 形 下 的 应 力 应 变 的 定义 起 来 加 以 考虑 ， 并 由于 不 能 简单 地 把 总 应 变 分 解 为 弹性 
庶 变 与 塑性 序 变 ， 因 而 所 包含 的 问题 的 解答 还 并 非 十 分 清晰 的 。 

回顾 上 面 关 于 经 虎 塑 性 理论 的 讨论 ， 我 们 既 看 到 了 由 于 它 采 用 简明 的 公设 与 基本 假设 而 
带 来 数 堂上 的 严密 性 和 在 某 些 工程 问题 中 的 二 用 性 ， 世 看 到 了 它 的 一 些 严重 的 不 是 之 处 。 当 
我 们 面临 着 发 展 更 现实 更 方便 的 塑性 模 垄 的 和 据 著 任务 时 ， 我 们 有 必要 从 不 可 逆 热 力学 出 发 ， 
走 发 展 一 种 不 以 届 服 面 的 概念 作为 其 理论 前 提 和 基本 假设 的 塑性 理论 ， 这 就 是 本 章 其 余 几 布 


介绍 内 时 塑性 理论 的 日 的 。 


$10+3 ”从 一 维 塑性 模型 看 两 种 理论 的 联系 与 区 别 


在 本 节 中 我 们 首先 从 经 典 闻 性 理论 与 内 
时 理论 的 基本 观点 出 发 ， 对 Drucker 人 在 其 黄 
基 性 论文 [22 中 用 过 的 一 维 模 型 ( 豆 10*14) 
的 塑性 响应 特性 进行 分 析 比 较 ， 以 便 用 简洁 
的 方式 阐述 内 时 理论 的 茶 些 最 基本 的 概念 ， 
并 说明 经 典 模型 可 作为 内 时 模型 的 一 种 理想 
化 情 癌 而 得 到 。 

为 了 研究 { 图 10.147) 所 示 的 模 型 的 逆 
活 响 应 特性 ， 我 们 提出 两 种 数学 模式 来 进行 
描述 ,它们 将 分 别称 之 为 M.M,1 和 MM, 几 .2， 
我 们 普 沉 说明 它们 在 理想 的 情况 下 是 等 价 
的 。 

I 。 理 想 的 情况 

为 了 简化 起 见 ， 先 假设 摩擦 系数 是 常 
数 ， 设 玉 , 是 临界 摩擦 力 ，U? 一 一 滑 块 的 位 
移 ， 世 "一 一 弹 赞 的 伸 长 ， 忆 一 一 总 的 位 移 ， 
于 是 


Ur=U-U° 


我 们 按照 下 述 方式 米 构 造 简 述 这 种 理想 化 了 


的 滑 块 运动 的 两 种 数学 模式 。 
M.M.,1 


ww 


N 
图 10.14 ”塑性 流动 的 简化 模型 


图 10.15 ”简单 模型 的 力学 咳 应 


(1 ) 假定 1F| < Fyl， 则 ?=0, 如 (图 10"15) 中 的 线段 O04，BC 和 EG 所 示 。 
(2 ) 如 果 |F| = |F,| FE= 0， 财 Us 0， 如 线段 48 和 CE 所 示 。 
( 3 ) 如果 IFI = FE， 且 1EI "< 0， 则 UP2= 0， 如 点 号 和 互 所 未 : 式 中 之 “*” 表 对 时 


闻 的 导数 ， 例 如 
d |F 


[| = SL 


195 


MM.2 
在 这 一 数学 模式 中 引入 一 个 单调 递增 的 参数 上 ; 且 让 dé 民 示 请 快 位 称 增 量 的 绝对 值 , 即 


dt= ladU ?| (3:1) 
这 样 的 意 交 是 黑 计 请 所 位 移 值 ， 而 读 力 学 模 旬 的 响应 特性 是 出 下 式 儿 以 描述 的 
F=F,dUr/de | 二 已， (3°2) 


在 (图 1015) 的 OA4 和 BC 段 中 ，9U?/d$ 是 不 定 的 ， 世 力 瑟 在 + y 之 内 变化 ， 其 具体 数 
值 由 弹 得 响应 而 决定 。 

显然 对 所 述 的 理想 情况 ， 这 两 个 模型 是 等 价 的 ， 因 为 他 们 给 出 了 同样 的 力 的 响应 。 其 区 
别 钻 时 限于 前 者 采用 了 力作 为 独立 变量 ， 后 者 则 以 位 移 作为 独立 变量 。 但 是 这 并 不 构成 经 典 
模型 与 内 时 模型 的 根本 区 别 ， 因 为 尽管 经 典 模型 中 以 Drucker 假设 为 基本 假设 的 模型 ， 是 
以 应 力 o Ct) 作 为 作用 消 数 ， 而 应 变 s (间作 为 响应 函数 的 。 但 如 上 再 所 述 也 有 以 nbwmrna 
公设 为 基本 假设 的 系统 ， 后 者 是 以 二 次 世界 大 战 后 刚性 试验 机 的 发 展 为 背景 的 ， 在 这 种 试验 
机 中 应 变 作为 独立 的 控制 变量 而 试 件 经 历 的 应 力 则 是 被 注定 的 量 。 在 内 时 理论 中 这 两 种 方式 
也 都 被 加 以 采用 ， 即 以 Helmholtz 自 出 能 为 基础 的 以 应 变 作为 独立 变量 的 基本 系统 和 以 
Gibbs 自由 能 为 基础 的 以 应 力作 为 独立 变量 的 系统 ， 但 是 馆 今 为 止 第 一 种 系统 是 主 要 的 ， 
我 门 在 这 里 讨论 的 半 , 虹 . 2 就 是 这 种 方式 。 

” 工 ， 第 二 种 数学 模式 的 一 般 化 

现在 我 们 将 好 ,对 , 2 推广 ， 以 恒 使 式 (3'2) 只 是 更 广 诈 和 更 现实 的 数学 模式 的 一 种 特殊 

情况 ， 注 意 到 C3'2) 式 可 以 写成 


¢ Pp 
民有 人 dt’ (3.3 》 


式 中 5《E ) 是 脉 六 函数 ， 记 住 
SCF )= lim 有 58 1 (3.4) 


将 式 (3.4) 代 和 (33) 我 们 得 到 
lim [ff EE dUe,,, 
= 1 ] (FEE) de 4 
式 中 gag= 1-B， K=Fy(1 一 a) 下 标 “+” 和 “*“-” 分 别 表示 右 极 限 和 左 极限 。 分 析 
式 (3+5) 的 数学 结构 我 们 看 出 其 楼 心 芳 数 区 /5° 是 在 原点 具有 弱 奇 异性 的 畏 数 ， 且 当 a 所 1 时 
是 可 积 的 。( 注 ， 对 于 一 确定 的 过 程 4U /dt 有 一 确定 值 ,例如 简单 拉 伸 时 ,dU /de = 1)， 
因而 从 数学 上 看 下 述 更 一 般 的 数学 形式 是 允许 的 ， 即 
LK dd ge , 
FP- | cet = ardt a<1 ( 3.6) 
至 于 这 种 推广 了 的 数学 模式 是 否 能 表达 更 广泛 的 物理 模型 ， 或 者 说 在 什么 条 件 下 才 具 有 实际 
意义 ， 则 必须 联系 到 实际 材料 所 表现 出 来 的 塑性 变形 特性 加 以 研究 。 如 果 将 这 种 数学 模式 用 
于 轴 向 应 力 和 塑性 应 灾 作 为 物理 变量 的 情 说 ， 则 式 (316) 对 应 于 


-人 C3°7) 


(C35 7 
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式 中 7 是 逆 性 应 变 且 dE = |de?| ,而 :表示 着 杆 件 狠 性 应 变 增 量 的 累积 , 妈 E= | lde?| 。 对 
简单 拉 伸 情 沈 ， 我 们 容易 得 到 下 面 形 式 的 解析 和解 

Is=osfenyr GaG< 1 《348》 
我 们 现在 根据 在 杆 件 拉 促 试验 中 得 到 的 o -sr 曲线 的 特性 对 a << 二 的 下 玉 情 况 进行 过 论 

( 1) a 所 0 将 式 (3:8) 中 的 g 对 2? 求 二 阶 导 数 , 则 可 以 立即 判断 ,ae 之 0 时 由 式 (3*8) 
给 出 的 o -~e? 曲线 是 上 轴 的 ， 而 & = 0 则 对 应 于 过 原点 的 一 根 直线 、 这 种 情况 与 实际 不 吻 
合 ， 故 不 于 者 处。 

《2700 过 gg 之 1]1， 这 时 式 (3.8) 表 示 的 正 是 著名 的 Osgood-Ramberg 关 系 。 这 ~- 关系 是 
根据 不 同 材 料 的 天 量 试验 数据 总 绪 出 来 的 ， 它 比较 精确 地 反 暴 了 很 大 一 类 材料 在 开始 出 现 逆 
性 变形 后 的 响应 特性 ， 妈 加载 一 开始 就 出 现 极 微 小 的 总 性 变形 ， 应 力 随 恕 性 变形 增加 急剧 增 
长 《这 从 位 错 的 观点 来 看 也 是 人 台 理 的 ) ， 因 而 是 -- 种 较 现 实 的 本 构 关 系 。az 在 这 一 范围 内 变 
动 的 一 个 特例 是 a 一 1_ 的 这 一 情况 ， 这 时 式 (3'8) 变 为 

0 = {oa-rl].} CC 39 
即 得 到 了 经 典 模型 中 的 理想 她 性 这 一 简化 情况 。 式 (3:9) 者 征 着 前 性 响应 是 通过 屈服 点 (或 届 
最 面 ) 来 加 以 规定 的 。 册 此 可 见 数学 塑性 理论 中 的 本 构 描 述 ， 从 数学 上 着 典 是 更 广泛 的 如 式 
(37) 表达 的 数学 模 忒 的 一 个 特例 ， 从 物理 上 看 它 基 一 种 理想 化 的 和 简化 的 模型 。 这 里 要 特 
别 指出 的 是 式 (3'7? ) 表 运 的 本 构 方 程 正 是 以 后 将 要 得 到 的 具有 弱 奇 异性 的 内 时 塑性 本 向 方程 
的 一 种 基本 形式 。 因 而 这 里 的 讨论 蕴含 着 经 典 模型 是 内 时 模型 的 一 种 简化 和 特殊 情况 的 观 
点 。 蒋 于 包含 注 动 规则 和 有 后继 屈服 面 的 两 种 模型 的 更 广泛 和 更 严 放 的 分 析 比 较 ， 将 在 建立 了 
含有 屈服 面 的 三 维 内 了 时 本 构 方 程 后 进行 。 

亚 ， 强 化 过 程 

对 于 ( 本 10.14 ) 的 模型 来 说 ， 强 化 ( 或 软化 ) 可 以 看 成 是 滑 映 运动 过 程 中 摩擦 力 的 增加 
( 或 减 小 ) 而 表现 出 来 的 。 对 于 实际 材料 则 反映 着 材料 内 部 广义 摩擦 力 之 增加 ， 它 们 将 与 色 
陕 应 变 史 影响 的 累计 塑性 变形 5 有 密切 关系 。 回 到 模型 的 情况 则 有 


| Fy= Ff l(t) C 3:10) 
如 抹 只 限于 讨论 强化 则 了 ( ) 是 的 单调 递增 函数 。 于 是 可 将 方程 (3+2) 写 成 下 述 形式 
F=Fy Ty (C3:11) 
式 中 d2= Ks (3*12 》 
Z 被 称 之 为 内 莹 时 间 标 度 。 仿 照 前 而 的 办 法 我 们 也 可 得 天 与 方程 (3*7) 相 类似 的 表述 式 
1 a 


其 中 Bu=ov(1 ~ a )。 慎 得 注意 的 是 B。 并 不 表示 弹性 模 量 ， 但 是 从 较 广 的 物理 意 义 上 来 
看 ， 它 可 被 称 为 是 “塑性 刚 诬 >” ， 即 已 越 大 ， 材 料 对 塑性 变形 的 抗力 越 大 。 
从 上 面 关于 一 维 本 构 模 型 的 讨论 ， 我 们 可 以 作出 如 下 概括 。 首 先 不 同 于 经 典 模型 的 内 时 
机 型 也 订 用 来 描述 材料 塑性 变形 特性 ， 不 仅 如 此 它 还 是 能 描述 如 同 0sgood-Ramberg 那 种 实 
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际 关系 的 更 现实 的 模型 ， 以 致 一 维 经 典 模型 只 是 这 种 模型 在 w ~1- 站 
况 。 第 二 ， 在 遗传 积分 (3.13) 中 的 楼 心 函数 ， 在 原点 具有 弱 奇 异性 ， 当 用 En/ 2Z 表示 时 ，， 

积 性 与 9 ~e? 晴 线 的 上 凸 性 共同 要 求 ，0 之 & 之 1。 第 三 ， 区 于 向 导 过 2 在 你 ( 了 1) 
中 起 着 一 个 核心 的 作用 ， 关 于 它 的 深刻 的 意 六 我 信 将 在 下 一 节 中 详细 讨论 。 


$10.4 ” 耗 散 型 材料 本 构 方 程 的 形式 不 变性 定律 


内 帝 时 间 理 论 的 最 基本 概念 是 本 构 的 材料 不 变性 概念 ， 这 一 名 词 正 式 出 现在 1981 年 
Valanis 的 论文 “RRivlin 对 内 时 理论 批评 的 实质 ”中 5312， 在 子 蛙 他 首次 “对 本 构 理 论 的 领 
域 引 入 了 本 构 的 材料 不 变性 概念 (The Concept of Constitvlive material invariance 了 ” ， 
然而 导致 建立 内 时 理论 的 这 一 基本 概念 ， 实 际 上 早已 侦 含 在 他 最 量 关 于 内 时 理 论 的 论 误 中 
5c329。 根 据 这 一 概念 ， 民 赫 对 每 一 种 材料 去 寻求 其 非 线 性 本 构 方 程 的 十 分 繁 元 的 研究 片 法 ， 

而 寻求 适合 于 不 同 种 类 材料 的 内 落 时 间 的 定 央 以 反映 所 研究 的 材料 的 特性 ， 企 此 前 提 下 去 保 
持 - 一 大 类 姥 料 非 线 性 本 构 方 程 形式 上 的 不 变性 ， 这 就 是 为 什么 Valanis 从 一 开始 就 强调 内 
时 概念 是 该 理论 的 中 心 概念 的 原因 。 这 种 思想 也 充分 地 表述 在 文献 [24J 下 述 一 段 话 中 ， “这 
里 我 们 注意 到 一 个 非常 重要 的 康 理 ， 即 材料 本 构 不 变 往 原理 ， 具 体 地 说 ， 两 种 力学 系统 ， 浓 
块 和 阻尼 器 具有 同样 的 本 构 方 程 形 式 。 其 差别 在 于 特定 的 “材料 上 时间” 的 定义 上 。 换 铝 话 
说 ， 代 赫 一 个 普遍 的 时 间 上 ， 每 一 种 材料 要 求 其 种 内 蔓 的 时 间 。 以 描述 它 的 特性 。 在 阻尼 器 
下 本 dt, 而 在 滑 决 的 情 帝 dé = bid ” 和 eT 分 重 要 ， 但 
是 它 人 并 入 生物 方 组 容 可 能 时 化 为 相同 的 形式， 时 家 全 关 的 和 因 是 件 么 是 定 
多肉 莹 时 间 的 崔 则 。 当 承 认 内 带 时 间 将 变形 程度 和 材料 特性 有 机 地 结合 起 来 ， 关 而 开 妊 了 深 
一 县 描 述 材 料 非 济 性 本 构 特 往 的 途径 的 同时 ， 我 们 不 能 满足 内 蕴 时 间 是 描述 材料 变形 亡 史 的. 
基本 参量 的 这 种 多 少 有 些 含糊 的 观念 。 这 种 “含糊 ”也 许 是 人 们 花 了 较 长 时 间 经 过 多 种 方案 
的 探索 才 得 到 适合 金属 的 正确 的 内 曾 时 间 定 义 的 原因 。 这 种 情 训 说 明了 存 企 攻 将 内 问 时 间 概 
念 上 升 到 新 的 理论 高 度 的 客观 需要 ， 以 人 恒 在 更 坚实 的 物理 基础 上 确定 ~ -个 探索 内 列 时 间 正 确 
定义 的 准则 ， 与 此 等 价 地 给 出 应 有 的 条 件 ， 和 使 得 本 构 方 程 的 形式 不 变性 能 够 并 格 地 建立 起 
来 ， 下 面 表 述 的 耗 获 型 材料 本 构 方程 的 形式 不 变性 定律 就 是 在 上 述 背景 下 提出 洲 的 。 

耗 散 型 材料 本 构 方 程 形式 不 变性 定律 ， 如 果 能 够 恰当 地 定 : 义 某 些 内 蕴 时 间 标 度 Z 以 使 得 


村 业 的 义 内 认 力 @ 与 械 内 袜 9 和 让 /2 之 将 


QD= fo ), 与 粘 弹 性 材料 的 相应 关系 QI2” = fr《 q's ) 在 形式 上 一 和 村， 郑 么 
研究 的 耗 获 材 料 的 本 构 方程 就 与 相应 的 粘 弹 性 材 料 的 本 杨 方程 具有 完全 相同 的 形式 。 
注意 这 里 强调 的 本 构 方程 形式 相同 的 条 件 仅 为 两 种 材料 的 广义 内 摩 氢 力 马 生 和 和 相 谋 的 


内 变量 4 涪 的 广义 变化 率 之 问 的 关系 有 相同 的 形式 , 们 为 了 使 数学 学 证 明 的 思路 简明 起 见 ,下 面 
仅 讨 论 对 很 多 材料 运用 的 成 正比 的 形式 ， 它 概括 了 工程 上 应 用 很 广 的 线性 粘 溯 性 理论 与 线性 
为 冀 时 间 理 论 增 述 的 全 部 材料 。 对 于 这 些 材料 显然 有 《 见 (8:5*7 ) 式 ) : 
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dq? 


QP bt gy 00929 一 常数 ) C411) 
【2 了 也 da Qk 到 1 
QT = bn (C689 一 一 常数 ) (412) 


其 中 符号 “ 广 ” 和 “DD” 分 别 代 表 炸 弹性 科 料 和 其 它 耗 散 型 材料 ，+ 是 牛顿 时 间 ，2Z 是 内 芝 
时 间 标 度 ， 它 可 以 多 于 一 个 以 便 能 更 恰当 地 找 述 材料 的 本 构 特 性 《 见 $10.11， 在 那里 采用 了 
三 个 内 时 标底 来 描述 砂 士 的 非 线 人 竹本 构 方 程 》。 

为 了 证 时 耗 散 型 材料 本 构 方程 形式 不 变性 定律 ,我们 首先 强调 指出 方程 (8: 3: 44a 6)、 
Cai3427、C8:4.:13)》、C8:4:14) 及 下 述 自 由 能 殉 的 表达 式 姑 所 有 耗 散 材料 都 合适 ， 
而 与 直上 县 栖 构成 无 关 。 

B= (Ei a, Qt’) 必 二 1] 2+er) 几 《3 
这 是 因为 上 述 方程 是 从 不 可 诞 热力 学 的 基本 溉 念 ， 乓 力学 第 一 定律 和 Clausius-Duhem 不 等 
式 推出 的 ， 而 一 般 来 说 它们 对 不 同 耗 散 材料 都 是 成 立 的 ， 另 外 尽管 对 具体 材料 与 变 烘 过 程 来 
说 岗 变 量 所 代表 的 和 畅 理 实 焦 可 能 不 同 , 但 读 理 论 体 系 所 表达 的 基本 概念 (例如 在 散 材 料 的 热力 
学 状态 可 由 温 庆 、 应 变 张 量 和 内 变量 的 一 个 完整 集合 唯一 决定 ， 其 不 可 道 变形 可 由 慌 变 量 的 
变化 加 以 描述 ， 诸 变化 必须 克服 广义 内 摩擦 力 包 "而 消耗 功 答 等}; 这 些 都 是 不 以 耗 散 和 材料 的 
具体 组 成 而 变化 臣 。 事 实 上 粘 缮 竹 和 其 它 几 能 材料 本 移 性 质 的 区 别 仅 在 于 它们 备 自 的 内 变量 
演化 方程 不 同 ， 时 其 内 变量 的 变化 与 广义 摩 斥 力 久生 的 关系 不 同 。 但 是 在 将 方程 (48341147) 
三 式 (411)(4.3) 分 别 组 合 后 ， 我 门 对 不 同 的 范 艇 材料 得 到 了 下 述 形式 完全 相同 的 演化 方程 
( 摩 榨 系数 及 时 间 标 座 不 同 》 

dd 


D ， 
OP tb 0 Cdrd) 
ag‘? 一 7 

| 

py Sr 

-0 C 4.5) 
Aqi or di 

tJ 


其 次 我 们 指出 正如 通常 的 内 变量 理论 假 役 的 那样 ， 内 变量 间 是 彼此 独立 的 *。 这 一 点 非常 重 
要， 因为 它 将 不 同 的 内 变量 《 或 机 制 的 影响 分 并 了 ， 这 等 价 于 应 力 表达 式 中 对 应 于 内 变 吧 
的 各 项 是 分 开 的 。 这 -假设 使 得 在 保持 本 构 形式 不 变性 定律 成 立 的 条 件 下 ， 不 同 材料 可 以 有 
不 同 的 内 变量 数目 ( 它 只 影响 核心 函数 的 项 数 ) 并 且 可 以 采用 几 个 内 巷 时 间 标 谋 。 第 三 ， 我 
们 指出 方程 ( 4,3 ) 中 的 自由 锡 窗 肉 风 可 以 展 成 完全 相同 的 形式 和 同等 的 阶 次 ， 例 如 在 线性 粘 
弹性 理论 和 线性 内 时 理论 中 光 可 表示 为 有 关 变 量 的 二 次 消 数 ， 即 


， 对 所 选 的 内 变量 不 急 立 的 情况 ， 借 如 损伤 内 变量 与 滑 移 内 变量 间 的 袍 合 情 况 ， 耗 散 材料 本 
构 影 式 不 塞 性 的 讨 浴 举 见 [33]。[34]， 
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TT 


esrit D BOE + CP 
+ Disgeiit DE!00 + 3 PFO:+ po 《 46) 


式 中 %。 为 某 种 参考 状态 的 自由 能 ，9 是 相对 于 和 参考 状态 的 小 的 温度 变化，Aijst， Biiais 
CanDi， ,0， 忆 及 bijat 是 上 与 材料 性 质 有 关 的 常数 《车 分 别 对 粘 弹 性 材料 与 一 般 耗 散 型 


材料 表 出 时 ， 则 应 分 别 冠 以 上 标 “ 玉 ”与 * 吃 ”) 。 第 四 ， 我 们 强调 说 明 两 种 材料 都 可 取 同 
桩 的 初始 条 件 ， 例 如 我 们 可 恰当 地 选择 不 同 的 原点 作为 参考 状态 ， 使 得 
f -0 
gu-0 ei=0 6-0 { (4.7 ) 
Z=0 


正 是 因为 这 一 条 件 我 们 已 在 方程 (4.6) 中 和 将 线性 项 舍弃 了 。 宇 此 为 止 我 们 已 完 威 了 整个 的 证 
明 系 统 。 具 体 地 说 如 果 我 们 将 自由 能 的 表达 式 (4.3) 代 人 方程 (4.4) 和 (4+5)， 一 般 说 我 们 可 
以 得 到 南 组 非 线性 常 微分 方程 组 ， 而 如 果 采 用 (4:6), 就 得 到 了 能 够 获得 精确 解 的 一 阶 线 性 微 
分 方程 组 的 特殊 情况 。 由 于 这 丙种 方程 不 仅 对 于 两 种 材料 而 且 对 于 每 一 个 内 变量 都 共有 完全 
相同 的 形式 ， 这 使 得 每 一 个 9 ‘都 能 表示 为 同样 形式 ( 但 常数 不 同 ) 的 应 变 张 量 和 温度 历史 
的 泛 函 。 将 自由 能 ¥ 的 展开 式 (4.6) 代 人 方程 (8:3,446 ) ， 两 种 材料 都 给 出 了 同样 形式 的 本 
构 关 系 ， 即 cj; 在 -一 中， 应 变 、 温 度 和 9 和 9 在 另 一 边 的 相同 的 函数 关系 。 当 内 变量 g 学 从 上 
述 两 大 类 结果 中 消去 后 ， 我 们 最 后 对 两 种 材料 得 到 了 同样 的 应 力 泛 函 表 达 式 ， 它 是 通过 应 变 
与 温度 来 表达 的 ， 其 间 的 差别 仅 在 于 各 自 的 时 间 不 同 ， 这 样本 构 方 程 的 形式 不 变性 定律 就 可 
以 得 到 证 明 。 

耗 散 型 材料 本 构 形 式 不 变性 定律 的 春 义 是 不 难看 出 的 ， 它 提供 了 理论 基础 和 具体 指南 去 
发 展 一 些 包含 有 限 变 形 在 内 的 更 现实 的 本 构 模 型 。 有 具体 地 说 它 可 籍 二 于 直接 和 恰当 地 采用 粘 
弹性 力学 中 那些 非常 丰富 和 和 精美 的 本 构 方 程 来 建立 塑性 与 粘 杉 性 材料 的 本 构 方 程 。 此 外 这 一 
定律 将 内 下 时 间 的 引入 与 广义 内 摩擦 力 的 描述 紧密 相连 ， 通 过 它 可 能 更 容易 寻求 内 蕴 时 间 的 
失当 定义 。 这 一 概念 也 展示 了 ( 至 少 在 原理 上 ) 将 耗 散 材料 的 微观 细 观 变形 机 制 与 材料 非 线 
性 本 构 特性 联系 起 来 的 意义 极 为 深远 的 多 种 可 能 性 。 


$ 10.5 内 药 时 间 的 定义 及 内 时 本 构 方程 


本 节 我 们 将 根据 耗 散 材料 本 构 方 程 形式 不 变性 定律 来 致力 于 确定 一 大 类 材料 内 蔓 时 间 的 


定义 及 建立 内 蕴 时 间 本 构 方程 。 
我 们 知道 各 向 同性 粘 强 狂 材料 在 等 温 小 变形 条 件 下 的 本 构 方程 可 表示 为 (参见 第 九 章 )。 


Ed 
Ss= 2 [pete) Giadr ,p= Bene ent (5:1) 
[J " + 
ri"l 
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a rr - 


站 mt 
axK= 3 (KO sd ， Ke DK eo hnt (5.2) 
ri*l1 
由 此 可 汪 判 断 塑 性 或 粘 塑 性 内 时 本 构 方程 亦 应 能 归 化 成 相同 的 形式 ， 只 不 过 要 用 内 时 标 度 
25 与 25 来 分 别 伐 蔡 (5 1) 和 (45 2) 中 的 1 而 内 诊 量 的 数目 证、ms 也 可 与 上 式 中 的 由 与 mr 不 同 
轩 了 ， 写 成 显 式 就 是 


LE 
Sii= 2 Jo "ud20-20 2 d2Zp 9 Hl(Z0)= > Hse 9r22 {5.306b) 


8 D 六 “了 
六 。 4 
CxK= 3 [27 K(Za-28) Dex gp 《5。4G) 
82 1 
is 
K(Z1) = Krie-hdrilh {85.46) 
+:=1 


且 有 HAC0) = po 和 玉 (0) = 六。 即 上 述 核心 函数 在 堆 点 之 值 分 别 等 于 剪 切 弹性 模 量 与 体积 弹性 模 
基 。 

现在 的 问题 就 是 如 何 找到 一 个 适用 于 各 向 同性 材料 的 较 好 和 较 广 这 的 内 蓝 时 间 定 以 。 为 
此 我 们 有 必要 按照 本 构 形 式 不 变 狂 定律 指明 的 那样 ， 把 内 曹 时 间 的 定义 与 广义 内 摩擦 力 的 表 
示 密 切 联系 起 来 。 首 先 材 料 对 塑性 偏 应 变相 关 的 内 变量 的 搞 力 与 对 塑性 体积 应 变相 关 的 内 蛮 
量 的 抗力 是 不 同 的 ， 因 而 应 当 采 用 不 同 的 内 曹 时间 标 度 来 描述 ， 这 就 是 (5 3) 与 (5+4) 中 分 别 
采用 内 时 标 度 Zo 与 Zw 的 原因 ;其 次 为 了 避免 在 金属 外 载 时 出 现 虚 假 的 内 摩擦 力 , 在 内 总 时 间 
增 量 的 定义 中 只 应 包含 塑性 应 变 增 县 而 不 应 包含 弹性 应 变 增 量 ( 注 ， 在 与 硝 土 的 密 实 机 制 有 
关 的 情况 中 就 不 同 ， 详 见 $ 10.111[ ) ; 第 三 ， 在 定义 偏 内 时 标 度 Z5 与 体积 内 时 标 讼 Zw 时 ， 
应 该 分 别 采 用 塑性 偏 应变 与 体积 偏 应 变 ， 以 及 表示 材料 对 偏 应 变 与 体 应 变 广 头 摩 擦 力 变 化 的 
不 同 的 强 ( 弱 ) 化 函数 疡 与 fa( 注 ， 砂 土 由 于 存在 水 压 造成 的 压 实 及 前 应力 造成 的 密实 或 前 三 
这 两 种 机 制 , 因 醒 针 对 体 应 变 的 耗 获 机 制 ,应 分 别 引入 两 种 内 时 标 度 2 与 44 ， 再 加 上 对 偏 应 
变 引 入 的 Zs 共 三 个 ， 相 应 的 强化 系数 也 应 有 访 、 太 与 产 ， 详 见 810'11 下 。 但 在 那 星 采 用 的 是 
Gibbs 自 由 能 体 勾 而 这 儿 采 用 的 是 Helmholtz 自 由 能 体系 )。 第 四 ， 为 了 使 新 的 内 蕴 时 间 定 义 
适用 于 土 咕 和 岩石 等 多 种 材料 ， 应 当 考 虑 硼 性 偏 应 变 与 塑性 体积 应 变 在 形成 广义 内 靡 控 力 时 
的 相互 影响 即 耦合 效应 。 现 在 我 们 用 这 些 观 点 来 考查 Yalanis 在 1978 年 给 出 的 内 荔 了 时间 的 下 
述 新 定 交 [351， 就 可 看 出 它们 是 有 一 定 道 理 的 。 


d= de 于 C5.5) 

0 

dO= dekk 一 MIKE C5.8) 
0 

do= 时 dg C5.7) 

dtn=|d0| 5-.8) 
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d25 = ab 人 五 + oode 《5?9 7) 


d2H CiogE +a dt {8510) 


式 中 ko、 长, 分 别 为 前 切 弹 性 模 量 与 体积 弹性 模 量 ,由 式 t5'5) 一 (5.8) 可见 ,如 时 h = ,= 1， 
则 dm; 与 46 分 别 表示 塑性 偏 应 变 分 量 的 增 量 与 塑性 体 应 变 的 增 量 ,而 dt5 则 变 成 了 塑性 偏 应 变 
空间 的 欧 几 里 德 模 ，dsw 则 是 体积 塑性 应 变 的 绝对 值 。 这 里 “通称 为 内 章 时 间 量 度 ， 它 们 授 
过 一 些 反映 材料 性 质变 化 及 的 合 效应 的 函数 ,以 最 后 确定 内 蕴 时 间 标 度 26 与 Z#。 出 于 黑 计 
的 塑性 应 变 对 材料 的 强 弱 化 影响 很 大 ,因而 Qi; 应 是 bo 或 5&4 的 溯 数 ,对 粘 逆 性 材料 ， 应 变 率 对 材 
料 性 能 的 影响 亦 很 大 ， 因 而 它们 还 应 是 内 时 量度 变化 素 60 与 64 的 晴 数 。 显 然 001 与 01o 是 表示 
偏 妖 响应 与 体积 啊 应 间 的 灼 合 效应 的 ‘ 注 ， 在 纪 0"11 中 用 另 一 种 方式 给 出 了 这 种 粕 合 效应 )。 
如 果 这 种 耦合 效应 不 存在 ， 则 有 


eu=coc= 0 《5.11) 
dZp= dén/fol én,tD) 《5,12) 
dZu = die En) (C5.£13) 

式 中 fo=1/Yaw ， Fw er (5.147 

对 于 各 向 异性 的 非 弹 性 材料 ， 其 内 冀 时 间 量 度 可 写成 
dei = Pinide! del,) ( 5+.15) 


de! 为 非 弹性 应 变 ， 当 只 考虑 塑性 变形 造成 的 不 可 递 应 变 时 ， 有 


de!,= det,= de -de®, C5"16) 


de? 与 de* 分 别 是 饪 性 应 变 分 量 与 弹性 应 变 分 量 。 为 了 求 得 内 获 时 间 标 讼 Z， 原 则 上 应 当 引 
入 一 个 反映 材料 性 质变 化 的 强 ( 弱 ) 化 函数 将 式 (5.15) 进 行 数学 变换 后 去 求 得 dZ 。 在 [36] 中 
游 志 了 .一 个 简化 的 办 法 ， 下 接 将 GZ 定义 为 

dZa= Qi (Z) dadel, (5.17) 
QtZ) 与 (5 .15) 中 的 Pr 不 同 的 是 ， 后 者 是 非 弹 性 应 变 空间 中 的 四 阶 度量 张 量 ， 它 除 与 
材料 的 原 寻 力学 性 质 和 点 的 座 标 有 关外 ， 与 过 程 无 其 。 而 Qijw: 则 是 Z 的 函数 ， 它 还 取决 于 材 
料 在 变形 过 程 中 性 质 的 变化 。 对 各 向 异性 非 弹 性 材料 的 本 构 方 程 可 采用 粘 弹 性 力学 中 的 现成 
结果 按 形式 不 变性 定律 直接 写 出 为 

00= {Bi 2 -2) Yd2 ( 5°18) 


上 式 与 直接 根据 含 内 变量 的 不 可 逆 热 力学 推出 的 本 构 方 程 是 一 致 的 ,有 兴趣 的 读者 请 


参阅 [34 ] 。 
下 面 我 们 仍 回 到 和 从 温和 小 变形 下 弹 塑 性 内 时 本 构 方 程 的 讨论 ， 首 先 我 们 应 对 本 构 方 程 
( 5 .39) 与 (5 中 0) 的 形式 进行 改造 ， 其 原因 在 于 当 d24p 与 4Z 5 用 不 可 道 变形 的 增 量 表示 ， 
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而 de, 与 dxx 却 又 包含 弹 竹 应 变 增 量 时 ,上 述 方 程 使 用 起 来 很 不 方便 , 且 容 易 造 成 较 大 误差 。 
为 此 我 们 将 (5 "5 ) 式 得 到 的 de,; 的 表达 式 代 入 方程 (5 36) 的 积分 号 内 ， 然 后 将 含 5;, 的 项 都 
穆 至 左边 ， 再 进行 拉 普 控 斯 变换 及 其 逆 变 换 ， 即 可 求 得 [35) 
3e, 2: 
SitZo= 2 Pp(Zp- Zp) rd2p 5.19) 
° BZ 


五 


式 中 Pp(Zp) 是 通过 下 述 积 分 方程 与 原 有 的 楼 心 销 数 4(2p) 联 系 起 来 的 


p20) -hs | ap(Zo-Zo) Ed2'o= pt2D) (5 +20) 
' 82 
对 名 为 1 的 情况 ， 可 以 证 明 当 gw (Zp) 由 (5 35) 中 的 核心 范 数 表示 时，p0Z5) 避 表 成 
plZ9) = PdL D0) + A (LD) ( 5 '21) 
#1 一 1] 
且 pi(Z0)= 疡 Re bre 《 5。22 ) 
r=-l1 
将 (521) 小 代入 (5 "19) 中 可 得 
de,; 2 - aei | - 
Sy=8° + ap | Dp (Zp 2) .id2 (5 1230 ) 
dr 0 a7 
| 
性 
起 中 Sy = HopPoy 它 县 有 届 服 应 力 的 意 尺 。 车 令 
， Be?  ， 
fn Jap Zp-2ZD 1) ‘—-dZp C524) 
27 


则 之 ( 5 "239) 可 写成 
def 
Sj— red flip) {5:25) 
tp 


起 (5 *25) 或 (5 .230) 的 几何 解释 已 清楚 她 表示 
在 (图 10*1 介 中 。 式 { 5 ,336) 或 (5 25) 是 十 分 
秆 要 的 表达 式 ， 因 为 它 表 明了 在 内 萄 时 间 新 冠 
义 的 简化 情况 下 ， 我 们 得 到 了 届 服 面 存在 时 的 
内 时 本 构 方 程 。 仿 淄 上 面相 同 的 步 难 ,可 以 证 明 


当 如 =1 时 其 水 球 应 力 响应 可 由 下 式 表 示 图 10.16 方程 (5.25) 的 几何 解 
og=0% dO 4K, | 8 (Zr ZH) Sah ( 5 123b ) 
dF pr 0 


H 
式 中 0 = Oxk/3， 而 6 为 塑性 体积 应 变 。 
方程 《 5 *234,5 ) 给 出 的 屈服 面 内 时 本 掏 方程 是 当 bv 在 六 维 的 偿 应 变 塑 些 空间 中 定 
义 (= 1 )， 而 如 是 在 一 维 的 体积 塑 性 应 变 实 轴 上 定义 (& = 1 ) 这 一 特殊 情况 下 得 出 的 。 
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《5.230) 与 (5*236) 左 边 第 一 项 表征 着 届 服 面 (点 ) 大 小 的 变化 ,而 第 二 项 则 描述 着 届 服 面 ( 点 ) 
中 心 的 移动 。 一 个 十 分 重要 而 饶 有 兴趣 的 问题 是 ， 这 种 从 含 内 变量 的 不 可 道 热 力学 出 发 得 到 
的 内 肝 册 服 面 本 构 方 程 ,与 以 届 服 面 的 存在 为 基本 很 设 和 前 提 并 以 Drucker--Hxeoman 公 设 
为 基础 得 出 的 经 典 塑性 理论 的 本 构 方 程 会 有 什么 样 的 联系 与 区 别 ， 半 于 这 一 问题 的 详细 讨论 
请 读者 见 [26]， 下 而 我 们 只 列 出 其 主要 结果 

(1)。 在 内 时 理论 中 有 册 服 而 的 形状 将 依赖 于 与 广义 内 摩 氛 力 密 切 相 连 的 内 草 时 间 2 的 定 
义 。 在 各 种 不 同 的 内 蔓 有 时间 2 的 恰当 选 拓 下 ,可 以 得 到 各 种 不 同 的 后 服 面 形 状 。 作 为 特例 ,在 
,= sl 的 简化 情 训 下， 而 服 面 是 一 个 在 仿 庶 力 $， 空 间 中 移动 的 球面 (图 10.16) 。 在 
好 性 变形 过 程 中 随 着 守 料 的 强化 和 弱化 (f(5} 增 加 或 威 小 )， 该 球面 的 半径 (四 式 (5.25) 的 有 
边 给 出 ) 将 增 大 或 厂 小 ,其 对 应 的 初始 骨 服 面 与 Yon-Mises 谁 则 一 至 ,由 式 (5+25) 及 (图 10+16) 
可 见 塑 性 应 变 增 景 垂直 十 而 服 面 , 即 请 足 阜 直 性 法 则 ,而 在 后 服 而 内 的 部 载 是 弹性 的 ( 注 1 : 
芳 不 采用 上 述 简化 后 的 内 时 定义 ， 可 以 得 到 非 关联 流动 的 情形 ， 注 ? ， 应 力 空间 中 的 后 继 届 
服 面 ， 根 据 经 典 塑 福 埋 论 的 基本 假设 是 不 可 能 向 其 内 部 缩小 的 ， 亿 在 内 时 理论 中 ， 对 材料 弱 
化 的 稍 误 ,我们 得 到 了 向 内 收缩 的 居 服 面 )。 

《2)。 读 岂 服 面 中 心 的 移动 ， 不 蚌 根据 一 个 假设 的 规则 得 到 的 ， 而 是 接 照 内 时 理论 推出 
的 解析 公式 得 出 的 ， 即 由 式 65'24) 根 据 奢 料 的 性 质 ， 通 过 记忆 琢 数 p(0Z)、 强 〈 弱 ) 化 困 数 
了 (2) 和 塑性 应 变 史 由 表达 届 服 曾 中 心 舌 答 *r:; 运 动 规律 的 遗传 积分 来 决定 的 。 然 而 在 经 典 理论 
中 并 未 能 给 出 册 服 面 中 心 的 变化 dri; 与 加 载 历 史 的 解析 关系 ， 却 是 给 出 了 一 些 假 设 ,- 如 上 节 
谈 到 的 Prager 假 设 和 Ziegier 假 设 等 。 很 重要 的 是 这 些 假 设 只 是 式 (5:24) 的 一 种 简 化 和 特殊 
的 情况 ， 事 实 上 当 p1(2) 取 成 常数 Pp, 时 ， 由 式 (5，24) 有 


dr,; = 了 Hopidey 《5*26 7) 
将 它 与 式 (《 2.9d ) 比较 ， 可 确证 它 开 达 的 正 是 Prager 假 设 ， 且 有 
人 = 24D1= 常数 《5*27 7 


C 为 常数 表明 式 《 5+26 ) 给 出 的 是 线性 强化 ， 这 种 本 构 关系 给 出 了 应 力 随 塑性 应 变 直 线 变 化 
的 响 度 特 性 。 员 外 若 p1(Zp) 是 下 式 表 达 的 衰减 指数 


Pil Ln) =Ae “np C5r287 
若 先 不 考 虚 忆 服 面 的 胀 缩 即 设 1(5) = 1 ， 则 由 式 人 (5'247 与 45*25 ) 不 难得 到 

dri; = {€ 2up1 1 Sy ) CC Si- Bris) dep 《5"29a 7 

B= 1 + 293/ 2H ( 5' 295 ) 


它 给 出 的 是 一 种 新 的 运动 强化 规则 ， 使 得 Ziegler 随 动 强化 规则 只 是 它 的 一 个 特例 。 事 实 上 者 
令 B= 1 ， 则 式 ( 5'29 ) 表达 的 规律 与 式 《 2* 105 ) 完全 一 样 ， 届 服 面 中 心 的 移动 怡 在 其 瞬时 
中 心 至 届 服 而 辑 载 点 oi1; 的 射线 上 ， 并 可 决定 Ziegler 规 则 中 di 之 值 为 

dr = Mop dé pi SY (530) 


即 记 将 与 内 草 时 间 量 度 成 正比 。 车 86 夺 1 ， 则 册 服 面 的 移动 要 与 上 述 方向 成 一 定 倾 角 ， 其 什 
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与 上 B 有 关 。 进 而 车 1(2) 夺 1 ， 则 可 得 到 又 脱 帐 又 移动 的 混合 强化 模型 *。 
以 上 的 讨论 表明 内 时 模型 的 确 是 一 个 比 经 典 模型 更 现实 和 适用 范围 更 广泛 的 模型 。 它 不 
以 碳 服 面 的 存在 作为 发 展 理论 的 假设 和 基本 前 提 , 但 是 在 众 当 的 内 蒙 时 间 定 足下 , 它 可 以 摘 述 
车 些 材料 呈现 届 服 面 的 特性 。 更 为 重要 的 是 它 能 推 迪 解析 的 公式 来 描述 这 些 材料 的 屈服 面 随 
加 载 历史 而 变化 的 情形 ,其 中 包括 忆 服 面 膨 帐 与 收缩 ;形状 改变 等 复杂 的 材料 性 质 。 尽 管 如 此 ， 
但 是 避 开 届 服 面 来 进行 材料 非 弹性 本 构 特性 的 描述 ， 仍 是 富有 级 引力 的 ， 也 是 内 时 理论 从 
一 开始 就 特别 加 以 强调 的 [32]。 这 一 方面 可 以 避 开 本 风 方 程 在 应 力 空 条 的 不 过 续 性 ， 较 好 地 
排除 由 于 届 服 面 而 引入 的 许多 实验 与 计算 的 困难 ， 而 更 重要 的 是 可 羽 得 到 与 实际 情 说 更 为 吻 
全 的 结果 。 
材料 一 开始 受 力 就 出 现 极 微 小 的 塑性 变形 的 情况 ， 可 由 下 列 两 个 笨 售 来 作出 数学 上 的 描 
述 
Sy= 0 C531) 
PC0) = ce 《5"32 ) 
式 (5'31) 相当 于 屈服 面 的 半径 收缩 为 零 的 条 侍 ， 而 (5"32 ) 则 描述 着 塑性 变形 一 开始 应 力 
恋人 急 册 上 升 的 影响 ， 它 相应 于 Sis-e， ;曲线 原点 处 鲜 率 可 达 无 穷 大 的 理想 情况 。 在 上 述 条 件 
下 从 式 5:232 可 得 到 下 述 含 弱 奇 异性 的 塑性 内 时 本 答 方 各 


De” 
5 -人 plZo ~- Zh) — dzs (5'33) 
20 


与 上 述 分 析 完 全 相似 ， 当 95 = 040， 办 = ce 时 则 可 得 
| Zi 21 dz (5134) 
' DZ 
对 念 属 材 料 在 -一 般 载 背 荣 件 下 ， 可 假设 为 蛆 性 不 可 压 的 ， 则 体积 变形 为 纯 弹 性 的 。 由 《5"46) 
及 开 (07= 六 ,的 条 件 即 可 求 得 大 家 熟悉 的 下 述 本 构 方 程 
OKK= 3KoekK C5-35) 
下 面 我 们 限于 讨论 塑性 不 可 压 的 情况 ， 而 把 岩 土 等 可 压缩 的 情形 留 在 和 区 "11 中 去 讨论 。 为 


简化 起 见 在 此 情形 下 可 把 下 标 万 电 去 。 式 《5'33 ) 给 出 了 无 届 服 面 的 内 时 本 构 方程 ， 而 惨 奇 
蜡 竹 则 是 其 重要 的 特性 。 为 了 满足 弱 奇 异性 的 要 求 ， 文 [153 给 出 了 有 关 的 分 析 ， 证 明了 


p(Z)}= 六 忆 e-arz 《5*36 ) 


Tel 


并 要 求 


* 关 于 近年 来 发 展 的 Chaboche、Mroz 等 的 非 线性 运动 强化 规则 ， Mroz、Krieg，Dafalias 等 


发 展 的 多 重 届 有 联 面 理论 可 作为 内 时 理论 特 球 情况 的 讨论 可 贿 见 WWatanabe 和 Atluri 的 论文 “Internal 
Time, Generfal Intertail Variable, And Multi 一 -Yietd 一 Suriace Theories of Plaeticity 
And Creep, A Unification of Concepts” {International Journal of Plasticity, 


Vol. 2, PP, 37——57, 1986 ) 
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rh eta rr beet pe ee ~ 


人 只 ,= oa 由 5 F<~ (5r37g9 0) 
r=l ral 


式 (5*.37a 7) 是 为 了 满足 弱 奇 异性 的 要 求 ， 而 《5375 ) 则 是 满足 可 积 性 的 要 求 。 式 (5'36) 相 
当 于 式 (5'35) 中 的 m 到 无 穷 天 的 情况 。 当 然 其 它 形式 的 具有 弱 奇 蜡 性 的 图 数 也 可 以 作为 核心 
函数 ， 例 如 蹇 函数 与 下 述 有 限 项 级 数 的 组 合 


pl(Z)=2™° > Re ri? (C5:38) 
其 中 0 之 a 之 11,R> 0 ,8B: 字 9， 车 令 R.= 1 ，Br = 0; 则 得 到 了 p(t2)= RZ (5+:396) 
游 # = 1 ，B: 记 0， 则 笠 到 


p(t Z) = Fe 人 


一 :7 (8*395 ) 


将 C5:390 ) 式 代入 式 (5， -33 ) 中 可 以 殉 证 这 一 一 维 的 本 和 方程 在 部 状态 下 确实 能 给 出 象 
Osgoopd-Ramberg 那 样 的 本 构 关 系 ， 并 且 正 是 在 $ 10:3 的 模型 中 研究 过 的 那 种 本 构 方 程 。 
《5*398 ) 则 是 一 不 适用 变形 范围 更 三 认 的 枝 心 哨 数 。 

分 析 式 (5 一 36 ) 或 ( 5 一 38 ) 的 结构 可 以 看 出 共有 奇异 性 的 塑性 内 时 本 构 方 程 (65 一 33 ) 由 
oe 质 性 特点 的 奇异 性 楼 旋 函 数 的 引入 ， 使 数学 上 的 处 理 十 分 复杂 ; 这 些 情 况 使 内 时 

论 的 应 用 受到 了 很 大 限制， 他 无 法 在 较 复 染 的 条 件 下 进行 实验 验证 ， 因 而 在 1980 年 左 石 的 
一 下 时 间 内 实际 上 已 外 于 信 入 状 候 、 这 种 情况 说 明了 了 必 展 囊 新 的 内 时 椒 构 方程 的 所 切 和 
要 。 为 了 便士 在 实际 中 应 用 。 概 括 超 来 说 ,对 这 种 本 构 方 程 的 要 求 ,应 当 包 轿 以 下 儿 个 方面 : 
首先 它 应 不 含 必 服 面 , 但 是 局 服 曙 的 情况 又 可 以 作为 它 的 特例 而 存在 ， 第 二 能 将 弹 塑 性 响 
应 综合 在 - -个 木 构 方程 内 ，、 而 不 象 式 (5239) 和 (5+235) 那样 ， 只 计 及 了 塑性 响应 ， 第 三 克 
当 届 有 易于 用 电 子 计 算 机 处 更 的 形式 ， 茎 要 将 其 变 成 增 攻 型 的 方程 以 便于 计算 复杂 #8 加载 ， 驻 
要 反映 讼 形 历史 的 重要 影响 ， 更 重要 的 是 要 使 于 解决 让 于 涉及 整个 变形 历史 而 要 求 在 迪 大 量 
和 息 的 问题 ， 第 四 本 构 方程 的 构成 应 易 二 根据 简单 的 试验 去 决定 有 关 的 材料 函数 。 要 满足 这 
样 :…- 些 综合 性 的 要 求 ， 必 须 联 系 到 问题 的 物理 背景 并 采用 恰当 的 数学 处 理 来 解决 。 让 我 们 联 
系 到 弦 奇 异性 来 部 虚 材 料 在 所 研究 的 变形 范围 内 的 实际 的 响应 问题 。 这 种 弱 奇 异性 反映 着 材 
料 签 结构 对 使 它 开 始 出 现 不 可 造 变形 的 外 界 作用 的 剧烈 阻抗 。 这 种 诅 抗 的 基体 机 制 可 能 症 错 
综 复 杂 的 ， 包 含 着 很 多 不 同 的 因素 ， 因 而 ~ -个 完整 和 精确 的 摘 述 ， 从 理论 上 来 说 可 能 需要 引 
和 无穷 多 个 内 变 显 ， 这 上 谣 是 Yalanis 使 式 (5.36) 取 得 无 穷 多 项 的 上 折 因 。 然 而 正如 我 们 在 
8 一 再 蝇 , 调 的 观点 所 指出 的 ， 对 建筑 在 现象 学 上 的 模型 来 说 ， 重 要 的 是 如 何 用 尽量 少 
的 内 变量 去 宏观 平均 地 去 征 内 部 结构 变化 对 应 力 应 变 关 系 的 影 职 ， 并 出 试验 类 决定 出 此 引入 
的 安 现 参数 。 这 里 说 的 材料 结构 变化 对 本 构 关 系 的 影响 ,是 通过 相应 的 内 部 阻抗 来 描述 的 。 叶 
以 合理 地 认为 在 塑性 变形 刚 开始 时 ， 基 种 特定 的 不 可 道 变 形 贞 皇 起 着 控制 性 的 作用 ， 它 也 以 
去 观 平均 地 用 内 变量 94p 及 共 相 应 的 抗力 等 来 加 以 描述 ， 而 其 他 的 机 械 及 其 相 应 的 内 变量 
的 作用 ， 要 在 塑性 变形 进一步 发 展 石 才能 逐次 屯 民 现 得 明显 起 来 。 
对 于 内 变量 9 及 其 影 ;内 下 的 村 粒 响 应 特性 ， 在 采用 式 (8:4.14) 与 《 4.1) 并 将 交 展 
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成 si 与 9 的 二 次 函数 后 ， 容 易 推出 其 本 构 方 程 为 
= peer a ez1824921 《5.40 ) 


注意 到 当 a 足够 天 时 ,上 式 中 的 核心 函数 pP(Z) 是 6 函数 的 一 个 近似 , 它 描 述 了 在 塑性 变形 开 
开始 时 ， 应 力 随 盟 性 变形 发 展 而 剧烈 上 升 的 出 应 ， 并且 理想 的 届 服 点 或 届 服 面 ,将 
作为 ca 一 所 的 情况 而 存在 (局 服 应 力 将 与 B 成 比例 )。 当 四 性 变形 发 展 到 一 定 范围 后 ， 其 它 对 
进一步 产生 变形 抗力 承担 主要 作用 的 机 制 的 影响 将 变 得 明 昆 起 来 ， 设 读 机 制 以 内 变量 9 及 
共有 基因 素来 表征 ， 当 变形 很 大 时 还 可 以 有 44 等 等 ， 但 从 实验 结果 发 现 ， 当 取 首 项 勾 数 C 
和 ai 是 够 大 时 ， 三 个 内 变量 就 足以 措 述 在 通常 感 兴趣 的 变形 范围 内 的 弹 塑 性 响应 特性 ， 这 对 
点 着 下 述 核心 函数 


pIZ)= Poe 3 “a7 《女足 够 天 ) 《5sdlay》 
当然 一 般 说 ptZ) 可 表示 为 


pLZ)= > Cie™',? C5416) 
i™1 


蛛 然 重要 的 是 如 何 决 定式 中 的 系数 。 容 易 根 据 上 述 变 形 刀 理 的 分 析 ， 将 上 式 中 的 各 项 与 简单 
拉 何 邮 钱 的 有 关 区 段 定性 的 联 率 起 来 ， 再 用 曲线 拟 合 的 办 法 ， 基 于 靠近 原点 点 处 一 些 试验 点 的 
集合 ， 定 出 0;，8;，93，PBo ,Ci 和 Cs 等 党 数值 。 进 -~ 步 鉴 十 PCZ) 企 Z = 0 的 邻 域内 急速 从 o° 豪 
减 至 尝 的 特性 认为 ， 温 化 函数 4(£) 是 一 个 在 读 区 域 中 较 之 核心 函数 Pp(2Z) 变 化 十 分 缓慢 的 户 
数 ， 这 提供 了 将 宅 们 分 离开 来 ， 并 将 它们 在 不 同 的 试验 区 段 中 加 以 决定 的 数学 基础 [243、 
[25]。 具 有 式 《5.41) 的 p(Z) 的 形式 在 开 区 间 (0 ，co ?内 是 连续 可 微 的 ， 因 而 可 将 式 
《5+:33) 对 之 进行 微分 ， 并 忆 及 


de?, = de;j et (C542) 
经 过 一 些 信 数 运 党 ， 不 难得 到 
dS < oude +AshdZ2 (5143) 
式 中 ~” 是 二 阶 张 量 的 符号 。 上 式 亦 可 写成 下 述 修 阵 形 式 : 
tdo} = {D}de} + {dH ,} (5.44 ) 


式 (5.43 ) 或 (5,44) 就 是 参 券 文献 [24]，[525J 中 提出 的 新 型 漠 塑 性 内 时 本 构 方 稳 。 它 在 总 
体 上 看 是 增 量 型 的 ， 并 将 线性 部 分 (右边 第 一 部 分 ) 与 非 线 性 部 分 分 开 了 。 后 者 是 通过 遗传 积 
分 型 的 项 hl ZJ) 来 引入 加 载 历 史 影 响 的 。 在 式 ( 5: 43 ) 申 的 符号 如 下 : 


pa =pt0)/ 1 + 全 说 )， is= 1/¢ 1 +) (5.450,b) 


ae” 
a(2)=|p p (2 -2 ) -3d ,0 = dpjd2 (5.460,5 ) 


塘 程 (5"43 ) 与 (5'44) 是 三 维 的 本 构 方 程 ， 它 容易 根据 具体 的 变形 状态 写成 基体 的 形式 。 
对 于 和 平面 问题 我 们 有 
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i msc 


Ce 


{2} ' 
Dl=:! 
1 6 网 《5 47 ) 


0 
dH ,x 
dH, -| dH,, | (C5.48) 
\ a 
上 述 两 矩阵 中 的 元 素 ， 在 平面 应 力 与 平面 应 变 下 的 具体 表达 式 可 参见 表 10-1。 显 然 根据 本 构 
方程 (5-44) 及 ( 5.46 ) 不 难 发 展 一 种 便于 在 工程 中 应 用 的 有 限 元 计算 方法 ， 以 及 得 到 
& KZ ) 的 一 种 简易 递 推 公式 ,使 得 读 历 史 效应 的 考虑 极 易 在 计算 机 中 实现 , 因 测 开辟 了 在 广 泣 


的 工程 实际 问题 及 力学 的 共 世 分 支 中 话 用 的 前 条 ， 我 们 将 在 以 下 几 贡 中 对 它们 办 认 用 作 久 
的 讨论 。 


家 10-1 

平 面 应 为 于 面 应 变 
[A -1l2K a, + dn’, _3EKE 十 4 
:34 Cr 
C= KA dp. _3K -2 
3K + dus C1- 3 


Di= 2 BE - 26) 


员 dZ 
3& + dup ] dHox = 245ha (2 0 
dz | 
二 五 xz 一 站 一 贞 一 -一 一 
” 25h (2) DD a( ) } 0 dH,y= 2895hyt ZJ)22 
pt0y 
dHoy = {28 hl2) — Dihat 2)} dZ 
?” ” DO) | dH ory = 28ppjuy( 民 07 
| pt0) 


_ dz 
dpxy 一 {2urbry( 2) }550) 


-一 -一 一 一 


$ 10.6 ”内 时 理论 在 梁 的 弹 塑 性 分 析 中 之 应 用 537 


从 本 节 起 我 们 介绍 内 时 理论 的 应 用 ， 为 了 便于 读者 接受 ， 我 们 从 较 简 单 又 有 工程 意 浆 的 
弹 塑 性 梁 的 分 析 开 始 ， 其 中 关于 弯 逢 与 应 力 及 转角 的 关系 极 易 用 到 癌 轴 扭转 的 弹 塑 性 分 析 中 
去 ， 有 兴趣 的 读者 请 看 参考 文献 [ 28]。 

在 经 典 塑 性 理论 中 ,由 于 届 服 点 及 届 服 面 的 引入 ,使 得 梁 的 弹 塑 分 析 显得 较为 复杂 。 一 
个 裁 面 来 看 就 分 为 弹性 核 与 其 外 的 届 服 区 ;从 全 妆 来 看 又 分 为 弹性 区 段 与 弹 塑 性 区 段 ,它们 的 
应 力 应 变 或 曲率 弯 插 各 的 关系 各 不 相同 ， 给 梁 的 弹 塑 性 变形 计算 及 静 不 定 梁 的 应 力 与 强度 分 
煌 带 米 了 较 大 的 困难 .人们 被 迫 采用 理想 滋 塑 性 的 假设 ,并 常 限于 用 理想 化 的 塑性 匀 的 概念 进 
行 极限 分 析 ,显然 这 是 难以 满足 工程 界 使 梁 进入 弹 塑 性 范围 内 工作 测 提 出 的 要 求 的 在 内 时 理 
论 中 由 于 对 弹 塑 性 材料 采用 统一 的 本 构 描述 ， 就 易于 发 展 一 种 与 真实 材料 特性 较 吻合 的 弹 塑 
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性 梁 与 静 不 定 梁 的 分 析 方 活 。 
I 。 梁 的 内 时 弹 塑 性 本 构 方程 
在 等 温和 小 变形 条 件 下 各 向 同性 塑性 不 可 压缩 材料 的 内 时 本 构 方 程 是 


也 det 
Si= |p(Z-Z ) 342 ， ( 611) 
其 中 dZ=de/f(t) C6:2) 
dS,, 
=||der ||= i 
dt =|lder,ll= | dens — ul (6.3) 


土 述 三 小 分 别 是 式 (5.33) 、C5*12) 及 {5:7) 省 去 下 标 卫 的 结 黑 ， 并 已 采用 了 材料 率 无 
其 及 = 1 的 条 件 。 为 满足 楼 心 函 数 弱 奇异 性 的 变 求 ， 可 按 志 《5'38 ) 取 pt2Z) 的 形式 如 
下 : 


plZ)= Z >， Re -8 (Oo) 
坦 限于 研究 小 弹 塑 性 变形 ， 可 取 P. = 0 和 = 1 则 上 式 简化 为 ; 

PLZ)= RZ’ (C0 Al) C 6°4) 
由 于 在 小 变形 范围 内 ， 核 心 函数 2(Z) 是 一 个 远 较 强 化 函数 /6) 变 化 为 快 的 函数 ( 它 在 很 小 的 
范围 内 从 吕 豪 减 至 零 )， 因 此 可 取 /(6) 为 一 常数 。 但 由 于 该 常数 可 吸收 至 核心 函数 的 常数 
中 ， 故 不 内- 一 般 性 ， 在 小 变形 范围 内 ( 对 应 了 于 较 小 的 内 昔 时 间 标 度 2 以内) 可 到 

六)= 1 (0RZEZY) (C65) 
将 (6,.4) 伐 入 (6'1》， 并 利用 (6*2 7) 、， 《6.3) 和 (86.5 ) 可 得 梁 的 本 构 方程 为 (不 计 前 
应 力 的 影响 ) 


og=D(e-o:E}ys C6*62 

或 se=0/E+ (oD C67) 
1+8 

其 中 = 有 (2 (6'8 ) 

B=1-a {6'9) 


有 与 忆 为 表征 材料 本 灿 尾 性 的 参数 。 
下 。 此 率 让 (zx) 与 刘 答 好 (xz 的 关系 
对 于 --- 般 工程 上 采用 的 弹 塑 性 梁 ， 平 截面 假设 仍 可 适用 ， 剪 应 力 的 影响 可 以 忽略 ， 故 有 
如 下 的 几何 关系 C29] 
a= Ktx)y C6:10) 
式 中 K(x) 为 x 截面 上 的 曲率 ， 为 简明 起 见 ， 我 们 仅 讨 论 炬 形 截面 梁 ， 设 避 为 梁 宽 ， 为 梁 
高 ， 则 截面 上 灾 矩 平衡 方程 为 
M= 3， “yady C6.11) 
从 方程 C6:6)、C6°:10) 和 (6*11) 可 以 得 到 以 截面 上 最 大 拉 压 力 cnex 表 达 的 弯 矩 MC(% ) 
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La 


和 上 则 水 玉 (>) 


和。 yt | 32 克 
M(x) = 了 一 一 一- 《6*12 7) 
max {Cmax yi 
五 D 
Kis = 对 [ee (Se (6,13 ) 
鞭 中 外 /12 (C614) 
vo = bl + ll+ ?2p ED (6'15) 
va=bh/C dt2 + BD) CB'16Y 
视 0m。x 为 套数 ， 则 对 任 一 特定 的 梁 ， 碎 (x) 总 可 以 表示 为 放 (%x) 的 函数 
E(x)= KEK(Mx)) { 617) 
上 起 可 以 展开 成 马克 劳 林 级 数 
K=aM +o’ + oi tr rr : C618) 


注意 到 弯 死 改变 正 负 号 时 曲率 亦 应 改变 符号 ， 所 以 衣 的 塌 次 方 项 的 系数 应 为 零 。 我 们 到 
五 (2%) 为 时 的 三 次 奇 次 函数 ， 计 算 表 明 它 在 工程 应 用 中 已 有 是 名 的 精度。 故 有 
K(x)y=aMix) + a x) {6"19) 
有利 las 是 依赖 子 材料 性 质 和 截面 几何 参数 的 常数 ， 可 采用 下 述 方法 加 以 确定 ， 在 构件 最 大 工 
作 应 力 范 痢 肉 ， 取 一 组 参数 om,x， 并 分 别 求 得 与 之 相应 的 其 与 由 ， 如 由 疼 与 训 的 对 应 关系 
用 曲线 拟 合 的 方法 去 确定 @ 与 oz。 在 弹性 粱 中 六 = M/ET， 破 抽 记 与 11ET 近 似 相 等 。 
由 则 率 和 挠 庭 的 微分 关系 可 得 


1 
当 限于 研究 小 找 度 时 可 以 忽略 y*， 于 是 有 


= go 和 C6"*207 


y= +oMs C621) 

对 上 式 积分 可 得 转角 和 找 诬 方程 
gn = | CoaM + a dr+C ( 6'22) 
y0) = |[ aM ro ) dx Jdx+cx+D (6.23 ) 


和 这 。 静 定 梁 弹 塑性 分 析 

梁 的 内 时 弹 盟 性 分 析 可 参考 巴 列 步 昌 进行 ， 田 材料 的 拉 伸 实验 曲线 在 原点 邻 域 的 某 个 小 
范围 ( 0 ,2Z*) 内 定 出 一 系列 对 应 能 go-e? 曲 线 上 的 点 *， 然 后 用 拟 合 的 方法 求 得 D 与 #8， 进 而 将 
它们 与 梁 的 尺 计 及 弹性 模 量 FE 一 起 按 式 (614) 一 《6:16) 去 决定 ?、 刀 和 vs。 符 从 式 (6*12) 
由 工 作 弯 矩形 (x) 去 求 得 wsz， 并 由 方程 (6'13)、(6'10 ) 和 (C67) 去 求 得 横 截面 上 的 应 
力 分 布 ， 对 (图 10+17 ) 的 静 定 梁 (45 钢 ) 所 得 的 横 截面 的 应 力 分 布 如 (图 10"18)。 它 与 纪 典 逆 
性 理论 中 理想 弹 塑 性 梁 的 折线 式 分 布 有 着 很 大 的 差别 ， 

"不 玲 由 式 C6,1) 证 明 核 心 函 数 p(2) 与 拉 伸 曲线 的 斜率 do/de? 序 在 下 述 关系 ; p (2Z)= 
273xXdepdez， 故 可 取 cmvc2 曲 线 上 斜率 开始 变 为 很 小 的 点 对 应 的 内 草 时 间作 为 2 
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为 了 研究 梁 的 变形 ， 首 先 按 上 面 所 述 的 方法 确定 和 ec 对 (图 10.17) 所 示 的 静 定 梁 我 们 
得 到 


d= 2.5x10 ?Ko mm 


; 71.22x10 Kg mm 
ytmmy 


(KE Mmm} 


图 10'17 静 定 染 的 实验 效 轩 图 图 10.18 ” 慌 切 否 的 应 为 分 布 图 
曲线 工 ， 对 应 载荷 一 2800 攻 民 
曲线 匡 ， 对 应 载荷 P 二 3100K& 


Pekg; 
, 2800 
Kil0 jmm 
20 2000 
10 1000 


M 


OO 20 0 0 {kg.m)} 
图 10:19 曲率 氏 上 与 弯 距 的 关系 图 10-20 外 载 豆 P 与 BB 点 转角 98 可 关 苏 


由 这 些 素 数 给 出 的 三 次 曲线 与 对 应 的 点 吻合 得 很 好 (图 10.19 ) 。 于 是 ， 恋 梁 的 小 挠 度 微分 广 
程 为 ， 
diy/dN = on x 10 Hx) + 1. 22x 10 VMS(x) 《6*24 ) 

对 上 式 进行 积分 ， 并 用 边界 条 和 件 决 定常 数 ， 寻 可 决定 梁 的 挠 曲线 。 将 由 干 分 表 测 得 的 染 的 左 
端点 的 转角 0 与 计算 所 得 的 值 比较 (图 10' 20 ) ， 发 现 两 者 是 较 吻 合 的 。 

I 。 静 不 定 梁 的 弹 塑 性 分 析 

目前 ， 梁 的 内 时分 析 已 可 解决 各 种 载荷 下 连续 粱 与 平面 框架 的 弹 塑 件 癌 题 ， 由 于 采 郧 微 
机 计算 ， 梁 的 几何 尺寸 与 载荷 状况 可 息 动 输入 到 相应 的 矩阵 的 对 应 位 置 上 ， 并 电动 建立 起 非 
线性 的 联 立 的 去 弯 算 方 梨 组 和 打印 出 计算 结果 。 为 了 叙述 简明 起 见 ， 我 们 仅 以 (图 10'21 7 的 
四 路 梁 在 各 跨 中 点 受 集中 载荷 为 例 ， 讨 论 非 线性 三 弯 矩 方程 建立 的 原址。 借助 于 连续 荣 的 解 
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法 ， 取 支承 处 横 截 耐 上 的 弯 拭 为 多 佘 约束， 则 每 一 噬 梁 可 看 作 支 承 处 有 集中 侦 矩 有 中 点 受 集 
中 力 的 简 支 梁 。 对 于 弘 标 为 (%-1， %) 的 梁 段 ， 支 承 处 的 转角 为 
左 蹦 点 : 


工 工 六 
加 《和 一 -并 | | CoM resMadxas 


[oda ta 工 ， 30sL. L; 
[ 5 Mi 1 + 0 Mi + 好 + 全 了 


-9P Lay + .59 PL’ saaPiL” 
、 一 WE 里 名 3 1 ， 
128 1 i 128 MM 十 64 M, M, 


aL, liasP,L,’ gasL Pr 
+ + ds s i 
( 3 640 YM | 十 《所 + 一 一 pT MM, 
0 Ga 已 ,3 
+ + 2 (6:25) 


右 端 点 ， 
8 xy 和 人 (Car+asa)dx 


= LM,, + i + Mt M 十 :Li Mi ME 


Sash, 二 i M2 as 8 + 人 Mi， 


128 128 
GL 9asLa Pp. MM be TIas 亏 ， 3 本 全 
+ Ga IM: 
aPiL. da Dis 
+ 证 二 5 Co:26) 


为 了 建立 三 弯 矩 方程 ， 象 通常 一 样 ， 利 用 i 支 座 处 转角 的 连续 条 件 
Ox,) = O01(X;) 
由 式 (6"25 ) 与 (6'26) 即 可 得 到 以 三 弯 矩 表示 的 上 式 的 展开 式 。 若 设 各 梁 路 庶 工 一 样 ， P' 


值 一 样 ， 则 得 到 


C6'272 


4 (Ms +8Mia+ Wi ) + CM Mi + MM 


13M, Mi 4 MM ) 1 C M2 + BM + Ma) 


+ 9qs LP* JM 


5asPL -93 二 
1 CM Mr MAMiL) tt 0 | 
119s13P* M. a gap M 
十 2 CL + 一 ) M+ 【一 一 6 ) ir 
uP .aL (6.28 ) 
8 256 
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+ em re i tp 


= 1 
在 上 式 中 分 别 令 =1,2, 3 等 即 
- 可 得 到 非 绕 性 三 次 算 方 程 的 联 立 
方程 臣 。 它 们 不 难 用 小 型 的 计算 
机 求解 ， 例 如 采用 下 降 法 [193。 
为 了 得 到 较 好 的 初 值 ， 只 需 在 上 
式 中 令 o = 0 来 求解 ， 这 相应 于 
弹性 解 作为 初 值 的 情况 ( 对 应 干 
材料 力学 中 的 三 索 矩 方程 )。 
为 了 验证 方法 的 正确 性 ， 对 
{图 10' 321) 的 静 不 定 梁 的 措 度 与 
转角 进行 了 实验 测定 (图 
10:22 ) 示 其 实验 装置 的 布 轩 图， 
试验 数据 与 计算 结果 的 比 较 如 
{图 10.23 与 10+24) ， 两 者 给 出 了 


较为 吻合 的 结果 。 
Pikg) 
| 
一 -计算 人 
wooo 9 实测 信 1000 


RD 5 
200 400 600 800 1000 1200 1400 16001800 2000 


TUmmjx in 


0 LU 人 0 A 


图 10.23 外 载荷 P 与 作 点 转角 的 关系 图 10.24 外 载荷 P 与 二 一 由 械 而 处 挠 度 的 关系 


$10.7 含 切 口 板 循环 弹 塑性 应 变 场 的 有 限 元 内 时 分 析 525 


含 切口 或 裂纹 的 构件 受 循环 载 桨 时 的 弹 塑 儿 应 变 与 应 力 分 布 ， 由 于 与 疫 劳 、 断 裂 等 影响 
构件 安全 的 因素 密 霓 相关， 因此 有 着 十 分 重要 的 实际 意义 。 然 而 这 一 问题 是 有 名 的 难题 之 
一 ， 在 经 虎 塑 性 理论 中 即使 采用 有 限 单元 法 也 难以 求 得 比较 合理 的 解答 。 在 文献 中 能 看 到 的 
计算 结果 很 少 , 且 多 限于 单调 加 载 和 在 比较 粗 米 的 假设 下 计算 塑性 区 的 增长 ,很 少 有 人 求 得 随 
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载荷 历史 而 变化 的 弹 塑 性 应 力 应 变 场 的 分 布 ， 并 取得 与 实 难 吻 全 的 结果 。 究 其 原因 在 于 经 典 
驰 性 模型 在 卷 和 人 妆 载 与 复杂 加 载 时 与 实验 的 结果 相差 较 大 ; 另外 ， 出 于 引入 届 服 面 使 本 构 关 
系 在 应 力 空间 中 不 连 绪 ， 这 给 数值 计算 带 来 了 困难 。 例 如 在 有 限 元 计算 中 ， 在 增 量 加 载 使 任 
一 单元 应 力 状 态 超过 岛 服 面 后 ， 原 巾 上 应 吏 到 原状 态 ， 调 将 载 荷 后 再 重新 加 载 ， 以 合 使 庶 力 
状态 怡 好 芒 在 局 服 面 上 ， 这 上 既 浪 费 计 算 机 时 间 也 难 确保 精度 ， 特 别 是 在 循环 加 载 的 条 件 下 这 
些 问题 显得 更 板 窗 出 。 

在 本 节 中 我 们 将 简略 介绍 含 对 称 迪 缘 长 切口 平板 在 其 自身 平面 内 受 循 环 载荷 时 的 弹 塑 性 
内 时 分 析 。《 图 10'25 ) 表示 了 该 平板 的 受 载 与 几何 形状 5 由 于 纵横 向 对 称 ， 故 仅 两 了 四 分 
之 一 ) 。 该 平板 由 去 氧 高 导 率 铜 材 【 OF 五 C 铜 》 加 工 而 成 。 应 用 内 时 理论 时 遇 到 的 第 一 个 
问题 就 是 针对 使 用 的 材料 确定 有 关 材 料 性 " 
质 的 参数 ，- 一 般 说 内 时 理论 包含 两 个 通用 
的 弹性 常数 如 巨 和 蕊 或 上 与 x ) 和 两 个 
材料 国 数 ， 即 核心 国 数 PC2Z) 和 强化 范 数 
FE)。， 不 过 实验 表明 在 各 向 同性 单调 加 载 
的 小 变形 问题 中 ， 起 决定 作用 的 是 PCZ) 
而 不 是 1f{E)， 并 且 对 很 多 材料 如 二 节 的 例 
题 表示 的 那样 ， 通 常 可 假设 1(5) 为 1。 这 
里 要 明确 的 是 ， 经 典 模型 概念 中 的 强化 与 
内 时 理论 中 的 强化 函数 概念 并 不 相同 ， 例 
如 在 经 由 模型 中 的 随 动 强化 指 的 是 屈服 面 
在 空间 的 移动 而 不 改变 其 大 小 ， 这 种 情况 
对 应 着 内 时 理论 中 强化 函数 认为 常数 的 
情况 ， 后 者 是 由 核心 鸭 数 cCZ) 通 过 式 
(5-24) 中 的 遗传 积分 来 措 述 的 ， 这 就 解 ， 
释 了 为 行 么 在 原点 邻 域内 (5) 为 常数 时 单 。 图 10:25 衣 口 平板 在 其 自身 平面 内 受 循 环 教 荷 
边 应 力 响应 仍 可 加 大 的 情况 。 在 上 节 中 我 们 已 讨论 了 确定 笑 形 式 的 核心 函数 的 问题 ， 我 们 现 
在 则 讨论 如 何在 小 塑性 空 形 区 段 内 去 确定 指数 豪 减 型 核心 函数 的 问题 。 站 10*5 中 我 们 已 指 
出 当 取 首 项 系数 9 足够 大 时 ， 三 个 内 变量 就 是 以 描述 在 通常 感 兴趣 的 变形 范围 内 的 弹 逆 性 
响应 特性 ， 这 对 应 着 起 《5: 抽 15) 中 站 为 3 的 情况 ， 将 其 展开 可 得 下 述 核 心 范 数 ， 

站 (ZJ) O08 T+HO8 922 十 CE 82 《2 足够 大 ) 《7*1) 
显然 重要 的 是 如 何 根 据 简 单 的 材料 试验 后 决定 式 中 的 系数 ， 现 以 拉 伸 试验 为 例 来 进行 过 论 。 
在 2 之 2* 的 小 变形 范畴 内 仍 采 用 f《2)=1 的 假定 ， 注 意 应 用 起 《6'2)、《 6:3) 和 塑性 不 可 
压 的 假设 ， 并 将 式 C7'1) 代入 (6:1)， 对 单调 控 伸 的 情况 容易 求 得 

-YN Cf 1- Exp(-aY 3e) (7.2) 

” 2 之 2 2 ] 


上 起 中 有 去 个 常数 ， 我 们 只 需 在 原点 邻 域内 的 -ez 曲线 上 取 六 个 以 上 的 点， 原则 上 上 就 可 采用 
曲线 拟 合 的 办 法 〈 或 发 展 一 种 几何 作 图 法 ) 来 决定 所 求 的 常数 。 至 于 循环 载荷 ， 即 使 变形 很 
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小 也 应 在 原点 邻 域外 〈 即 2>2” ) 去 确定 其 强 ( 能 ) 化 函数 1 人 (5) 的 值 ， 方 法 是 用 音 轴 试 件 作 
循环 拉 压 实验 ， 测 出 其 循环 回 线 ， 利 用 其 应 力 一 一 塑性 应 变 图 上 加 基 栽 转折 处 的 特性 参数 
慎 去 确定 对 应 点 的 A(6) 值 ， 再 氢 合 成 相应 的 函数 形式 ( 参见 [40] )。 对 于 这 里 研究 的 
op 5C 铜 梳 ， 根 据 从 同一 板材 中 加 工 的 抽 向 试 件 的 单调 与 播 环 加 载 试 蛤 ， 我 们 得 到 
Cs = (592, 220, 46 ) GPA 
iiiaya=(《27.5，11.5，7*67 ) x 10 
fle) =1+0"830"" 
为 了 得 到 进行 计算 的 控制 方程 ， 我 们 应 用 虚 荔 原理 可 得 


(oyrtsear (Peeratg (7.3) 
| 
式 中 {Ps}7 为 外 力 绰 阵 ，{ 9 } 为 粗 应 的 位 移 矩阵 ， 故 等 式 右边 表示 的 是 外 力 的 虚 功 。 在 本 池 


中 我 们 用 有 限 元 法 来 求解 问题 ， 故 {P。x} 与 { 9 } 分 别 记 音 元 节点 外 力 与 节点 位 移 短 孟 ， 而 六 
记 单 元 体积 。 将 新 型 内 时 本 构 方 程 C5'44) 代入 上 式 可 得 ; 


人 er {sejdr={TPjriic) 
Y 


- 俐 人 airteeldP 67.4) 
¥ 
接 照 有 限 元 常用 的 插值 前 数 的 办 法 ， 可 用 节点 位 移 矩 阵 来 表示 应 变 矩 阵 ， 妈 
{2e}={B} {9g} {7.5) 
将 式 (7.5) 代 人 (7.4) 中 得 
{K} {gq} = {Por} + {PR} 《7"6a ) 
或 {K} {Aq} = (AP + {AP,)} 《7:65 ) 
式 中 {K}=]|f{B}r{D} (B}dr (7.7) 
V 
和 而 {1P,1 及 {fAP,)} 为 草 塌 性 力矩 阵 及 其 增 量 ， 后 者 可 表 为 
(aP,} = -|f (8B}7 (AH,}AV (7°8) 
对 常用 的 三 角形 线性 播 值 单元 ， 如 设 
{ 有 了 vn} (C79 
则 可 求 得 
{K}=(B}r{D} {BY}IA (C7.10) 
《Pps) ,= 5 CA + PAH ) i =1, 2 3 《7.11) 
(AP ,= -~ SCBAH,s t+ aAHow, ) C7.12) 


Gs Gas sy 0 0 0 
{B}= 5,0, 0 0, ,Bs bo | (7:13) 
. \p, B: Ba 0 aa 0s 
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Qi 与 i 是 由 下 式 表 达 的 节点 座 标 差 值 


Qi = -Ai 向 | = 一 二 Ah (i=1,2,3) C7'14) 


式 中 4 是 单元 面积 ， As 3 一 2 axh= 和 一 2 而 6 是 排列 记号。 为 了 求 得 (7.11) 
和 (7*12 ) 中 二 与 了 4 喇 等 ， 须 求 得 增 量 加 载 过 程 中 的 站 (CCZ) (参见 咒 10- 1 ) 。 它 可 利 
用 指数 型 衰减 级 数 的 性 质 ， 由 式 〈《5"33 3 推出 的 下 述 递 推 公式 从 《nm - 1 ) 加 载 步 的 值 去 求 
得 8 步 的 hi; (2,) 


hi(2n) = > kh (Z,) C7.15) 
. Ae5, 

hi (Bh (Zo es + pCi 1) (C716) 
由 以 上 结果 我 们 容易 得 到 总 刚度 矩 降 ， 总 的 节点 载 苟 增 基 秆 阵 和 虚拟 塑性 力矩 隆 ， 宅 们 构成 
了 一 个 联 立 的 线性 代数 方程 组 。 其 求解 采用 的 是 增 基 加 载 迁 代 法 ， 每 一 步 增 量 过 程 中 的 非 线 
性 弹 塑 性 响应 是 通过 选 代 式 地 修正 等 式 右边 的 塑性 虚拟 载荷 ， 再 解读 线性 方程 组 而 求 得 的 。 
具体 好 说 ， 先 在 一 定 的 初始 只 拟 载荷 下 解读 线性 方程 组 ， 由 求 得 的 位 移 值 。 应 变 值 及 本 构 方 
程 去 求 得 塑性 应 变 增 量 及 内 蕴 时 间 增 量 ， 反 过 来 又 可 得 到 新 的 虚 拆 载荷 ， 代 入 线性 方程 求 得 
新 的 解 ， 直 到 两 相 邻 选民 步 间 的 控制 参量 之 差 值 ， 小 到 事先 规定 的 许可 值 时 ， 即 可 转 入 下 一 
增 量 加载 步 。 应 该 指出 的 是 上 述 方法 与 经 典 塑 性 理论 的 初 应 力 算法 并 无 原则 上 的 不 同 ， 其 区 
别 在 于 这 里 不 采用 虽 服 面 的 概念 ， 没 有 判断 单元 是 否 进入 屈服 或 加 印 载 的 附加 准则 ， 即 由 于 
其 加 卸载 的 本 构 方程 都 是 统一 的 ， 单 元 塑性 变形 的 大 小 及 是 否 进行 加 印 载 是 由 作用 于 读 单 元 
的 载 桨 增 量 及 其 本 构 方程 计算 确定 的 。 另 外 的 一 个 区 别 在 于 各 单元 的 内 蓝 时 间 标 度 的 增 量 
AZ 在 计算 过 程 中 起 着 控制 性 的 作用 。《〈 图 10:24，6，c ) 分 别 表示 了 所 研究 的 含 切口 铜板 在 
正信 峰 载 、 外 载 和 负 值 峰 载 时 的 实测 应 变 与 计算 应 变 的 比较 。( 图 10* 27 ) 则 给 出 了 平面 应 


6y(Cxt0 ") Ey (X10 


Pilx 10 Ny 
5000 Pex 10* mM 
| 
7,12 

"| 2 

和 一 .一 实验 情 一 7.12 5 B 
3000 0 

k 测 点 至 切 日 前 端的 距离 


Ttmmy 


图 10.26(a) 正 峰 值 载 带 A 时 沿 切 口 线 90” ”图 10'26(b) 残余 应 变 ey 洪 切口 线 007 的 分 布 
应 变 &y 的 分 布 
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a rt sp rtd a er tt ear ph 


力 情况 下 芝 近 切口 前 沿 处 某 点 4 处 的 循环 应 力 cv 与 应 变 sy 的 其 系 曲线 ， 这 表明 在 切口 (或 
裂纹 ) 前 落 处 的 锰 性 应 变 将 凡 竺 环 的 进行 而 不 断 积累 ， 这 一 切口 前 参 处 环 轮 效应 的 预言 已 经 
得 到 了 实 监 的 证 实 《图 10*28 ) 将 明 了 残余 应 为 沿 切 口中 心 联 线 分 布 随 福 环 变化 的 情况 ,对 


于 研究 交 变 载荷 下 践 余 应 力 的 变化 也 是 很 有 态 义 的 *。 p 


PIx10*N} 


P 


图 10.26te》 负 峰 值 载 葵 B 时 沿 折 日 线 007 应 变 gy 的 分 布 。 图 10:36(d】 试 件 图 


ovtPA) 


80 OptPA) 


图 10:2? 切口 前 绿 处 款 轮 效应 的 预 音 图 10.28 残余 应力 5y 随 特区 变化 及 其 分 布 的 情 刘 


8 10.8 固 支 薄 圆 板 弹 塑 性 弯曲 的 一 种 弹 塑 性 分 析 5 4 


直面 我 们 从 新 型 内 时 弹 逆 性 本 物 方程 出 发 ， 用 含 待定 常数 的 半 解析 方法 ， 来 分析 局 边 国 
支 的 圆 板 在 均 布 载 菏 和 集中 载荷 作用 下 的 弹 塑 性 小 樟 度 杰 曲 。 


s 不 采用 叫 联 敲 的 内 时 弹 敢 性 有 限 元 初 应 力 算法 目前 已 得 到 很 天 的 改进 ， 提 高 了 精度 与 收 和 
速度 ， 同 时 发 展 了 内 时 立刻 性 雪线 刚 庶 有 限 元 算法 ， 并 已 成 功 地 应 用 于 有 限 变形 弹 塑 性 分 析 中 ， 
参见 范 镑 六 ， 偶 凋 和 和 了 张 移 乾 之 论 详 “ 内 时 弹 盟 性 分 析 的 一 种 新 算法 及 其 实验 验证 ”，“ 内 时 理 
论 的 初 诺 力 算法 及 其 在 复合 材料 中 的 应 用 ”【《 全 转 计 算 力 学 会 议 ，1986， 上 海 ) 
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在 小 挠 度 薄板 理论 中 ， 遂 常 假设 垂直 于 板 面 的 > 轴 方 向 上 无 挤 簿 应力 的 存在 ， 且 忽略 读 
方向 上 剪 应 力 之 影响 ， 于 是 有 
Gz= 0 rz= 0, Tyz= 0 
在 上 述 条 件 下 板 内 厚 订 为 4z 的 答 一 落 层 系 处 于 平面 应 力 状态 中 ， 因 此 可 采用 本 构 方 程 
(5*44) 和 家 10-1， 不 同 的 是 要 用 7 、8 代替 x*、y ， 由 于 对 称 性 ， 我 们 还 有 do: = 0 :gp 
=0， 9 如, =0， 室 出 来 就 着 下 面 的 一 些 表 达 式 
{dr}= tas+iaz) 


{do} = (dda, dos)7T, {de} = Cder dei)7T C8rlab) 

{dH } = {dfH,, dHor}? C8.2) 
并 正骨 10- 1 查 得 ， 

dH,s = {uphC2)— Dhzt2)} d2/p09) (C8:3) 

dH,e= { Hohhot 2 — Dh 2) adZ7p00) (84) 


本 问题 求解 时 ， 我 们 不 采用 有 限 元 法 ， 而 采用 半 解 析 算 法 ， 对 含 均 布 载荷 的 半 径 为 4 的 加 
板 ， 设 找 度 尔 数 具有 下 述 形 式 


W=C(1-r /e+ C(tl- ra) {8:6) 
由 于 睦 标 原点 选 在 板 的 中 心 ， 显 然 读 式 是 满足 固 支 板 的 下 述 边 界 条 件 的 ， 即 
r =o W=0, dW/dr=0 C8:7) 
式 中 i 与 是 待 求 的 常数 。 在 增 最 加 载 时 式 《 86 > 可 改写 成 下 述 矩 阵 形式 
AW = CNIACI (C8) 
式 中 
CNJ=cdG- ro， (raoo，cac=[ XC ] C890,6) 
根据 板 的 理论 有 
dW 本 
8 cy dr C8'100,0) 
将 式 C8+:8) 代 入 上 式 得 
{Ae} =[BI{AC)} (8:11) 
式 中 
NE 
三 " g"12) 
{Ae} { A > ( 
4d lar 6 (1-5) -a ) 
到 4 和 2 2 2 
® ° “ ” (8.13 ) 
CBJ= 2 ， ， 
4.- 4 6 (01-5) 
3 区 好 如 


仿照 上 节 推 芭 点 椒 方 程 的 思路 ， 由 虚 位 移 原理 央 达 式 《7*3 ) 及 本 构 方程 (5 "44 ) 可 得 


CKEI{AC} = {AP,s} 


+ {AP,} C8.14) 


式 中 CKI= | Bc Doc Byrdrds C8115) 
Ey 


{Pn}= ~ 27 [cB {dH, } rdrdz {8.16) 


Ey 


S 为 从 中 心 发 出 的 射线 截面 组 成 的 域 ， 其 面积 为 板 厚 i 与 半径 a 之 积 ， 在 板 为 均 布 载荷 下 的 
情况 


{ AP,, } =2z| CNY APy rdr ¢ 8117) 


式 (8*14) 只 包含 两 个 联 立 的 线性 代数 方程 ， 它 是 很 好 解 的 。 问 题 仍 然 集 中 在 计算 { AP,} 
上 ,为 此 首先 计算 4 机; , 它 可 采用 递 推 公式 {7*15 }】 、( 7:16 } 走 求 得 户 ,(z) ,在 按 (6-2) 与 式 
《6.3) 有 求 内 昔 时 间 标 底 的 增 量 AZ 时 ， 仍 采用 强化 函数 fs) = 1 ,并 假设 材料 让 性 不 可 压 , 则 有 
Aer = er— er = Aer ~ L(A rs) 
ef = ae ~ Aef = Mes— (M0o -vA0r) C8.18 ) 


式 ( 8*18 ) 进行 积分 时 ， 须 采用 高 斯 积分 的 中 点 枢 度 
办 法 ， 在 每 次 增 量 加 载 步 中 ， 仍 采用 远虑 方 We 
法 ， 以 不 断 侯 改 虚拟 载 疹 ， 直 到 两 次 交代 闻 81 全 
AC 值 的 差 小 于 规定 的 误差 才 转 入 下 一 个 增 

量 步 ,( 图 10.29) 表 示 了 在 均 布吉 茶 时 手板 小 0.06l 
点 挠 度 的 弹性 解 与 上 述 内 时 分 析 所 得 结果 们 
比较 ， 结 果 表 明 在 载荷 较 小 时 两 者 是 吻 介 


一 一 线 弹 性 解 


的 ， 在 载 背 较 大 时 读 板 的 弹 塑 性 找 度 特大 0.o 人 


于 弹性 计算 的 结果 。 对 受 集中 卉 从 作用 于 向 ~. 


板 中 点 的 情况 ， 其 函数 可 仿照 [42) 取 为 。 0.02 


WW=.C [1-ri/o + (2r/a) ln (r/o)) 7 
《8,19) OD .05 0.1 0.15 0.2 
图 1029 疝 板 在 组 布 虐 黄 作 且 下 红 到 性 
显然 它 是 满足 边界 条 件 要 求 的 。 弯曲 时 的 中 心 点 找 度 


§ 10.9 ”内 时 理论 在 断裂 与 低 周 疲劳 分 析 中 之 应 用 3 


断裂 力学 近年 来 发 展 缓 悍 及 疲劳 研究 缺乏 坚实 理论 基础 的 现状 ， 人 迫切 希望 引入 新 的 刻 性 
本 构 理 论 及 损伤 理论 来 研究 弹 塑 性 断裂 与 低 周 疲劳 的 机 理 ， 例 如 找 出 一 个 恰当 的 准则 ， 以 重 
搞 清 并 计算 出 它 作 的 路 径 依 赖 性 质 ， 而 这 些 是 难以 用 诸如 兵 判 握 ，v 判 据 及 累积 损伤 理论 米 
如 以 说 明 的 。 前 已 述 及 在 内 时 理论 中 内 蕴 时 间 标 度 Z 是 紧密 地 与 塑性 变形 程度 及 材料 的 性 质 
变化 紧密 相连 的 ， 因 而 可 以 合理 地 想像 当 Z 达 到 某 一 临界 值 Zc 时 ， 微 系统 wx 将 出 现 摇 二 。 
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p 
(x 10 PA 


重要 的 是 这 里 的 Zc 与 强 府 极限 54 及 J c 等 在 概 仿 上 是 完全 不 同 的 ， 后 者 是 材料 的 某 种 常数 ， 
而 Zc 并 不 是 ; 它 与 内 蕴 时 间 2Z 一 样 都 是 路 径 相关 的 ,那么 什么 是 确定 临界 内 章 时 间 Zc 的 准则 
呢 ? 它 是 由 Yalanis 提 出 的 一 个 能 量 或 然 率 断裂 准则 来 决定 的 。 其 基本 板 念 是 断 狗 具有 某 种 
随机 的 性 质 ， 在 不 同 的 变形 阶段 它 都 存在 一 定 的 几率 ， 只 有 变形 的 发 展 和 材 料 性 质 的 变化 
〈 对 应 着 内 区 时 间 标 度 之 的 增加 ) 使 其 累计 的 几率 述 到 100% 时 ， 断 弄 才 决 定 性 地 发 生 。 下 
证 就 是 Yalanis 提 出 的 断裂 准则 之 一 [443。 断 裂 准 则 ， 如 果 材 料 铀 元 的 内 看 时 间 2 达到 了 由 
下 述 方程 给 出 的 临界 值 Zc， 则 读 微 元 将 出 现 断 裂 


z 
外 一 EC 去 , 
| 41 exp € RE CA- em) }az 1 《gla) 
< 一 Bo 二 站 时 内 sen {9.15) 
RD 《gslcy》 


式 中 A 是 微 元 相对 无 应 力 状 态 时 的 能 量变 化 ，e 是 相应 于 断裂 门槛 什 的 能 量 ，? 一 一 材料 
参数 ，0 了 一 一 绝对 温度 ， 攻 一 一 波 尔 益 曼 常 数 。 上 式 中 大 括号 内 的 项 表示 在 4Z 区 段 内 材料 
断裂 的 或 然 率 ， 所 附 加 的 之 Ae -eo 之 的 条 件 下 明 当 能 量变 化 小 于 门槛 值 时 破 坏 的 或 然 率 是 
为 零 的 。 式 《9,1) 中 的 能 量 是 直接 决定 微 元 损伤 破 各 或 然 率 的 能 量 ， 亚 然 它 不 应 是 耗 散 
了 的 能 胆 密度， 而 应 是 Helmhoitz 自由 能 ， 在 等 温 状 态 下 它 就 是 应 变 能 密度 ， 这 就 把 人 们 扣 
知 的 应 变 能 密度 在 眠 裂 过 程 中 的 重要 作用 通过 一 个 路 径 相关 的 积分 中 的 影响 反应 了 进来 。 

下 面 我 们 将 着 重用 上 述 断 刚 准 则 来 研究 低 周 疲劳 的 现象 ， 在 此 条 件 下 门 徽 值 起 的 作用 相 
对 说 很 小 ， 可 近似 取 为 零 。 如 记 自 由 能 相对 于 无 应 力 状态 时 的 改变 量 为 省 ， 则 我 们 得 到 了 下 
述 的 断裂 准则 


[ {expC — Rye jd2=1 ( 99) 
将 上 式 中 的 指数 函数 展开， 则 可 得 到 下 述 近 似 表 达 式 
C| Ydz =1 (9,3 ) 


其 中 C 与 是 材料 参数 ?7 天 8 的 函数 ， 如 果 该 参数 很 小 ， 铀 C=?/ 五 9 县” =1 而 如 果 该 参 
数 很 大 ， 则 C=1，+* =0。 

一 大 类 金属 材料 的 箱 环 响应 特征 是 ， 经 过 一 个 较 短 的 过 渡 过 程 语 进入 稳定 状态 。 利用 稳 
杰 循 环 时 材料 不 再 强 ( 弱 ) 化 的 特点 ， 可 取材 料 强化 函数 为 常数 ， 记 为 疡 。 另 外 若 以 稳定 特 
球 开 始 时 加 翻 载 的 转折 点 作为 内 昔 时 间 标 度 # 计 算 的 新 的 原 点 ， 即 可 以 证 明 C457 


x Des 《gd 
站 1 二 | p(x— ) Br A 


趟 中 pc 为 以 新 的 原点 记 的 核心 函数 ， 它 与 原 有 的 核心 函 获 px) 之 间 的 关系 为 


pe(x) = 2 {p(x) -DZ+T2An)+PCDT4An)+ PT } (9.5 》 
对 一 般 的 材料 p(z) 是 一 个 在 原点 处 接近 无 穷 大 且 误 减 极 快 的 力 数 ， 因而 可 近似 认为 

plat )~ 

PelX) ~ 2PLX) 《9.61) 


落 取 起 (6 .4 为 核心 函数 ， 则 稳定 循环 时 的 本 构 关 系 可 近似 取 为 
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a i 


so a{* gp 2 
站 (1 


由 此 式 及 式 (6"3) 与 (6'3 ) 易于 得 到 拉 伸 ， 剪 切 及 其 比例 耦合 时 塑性 应 变 与 应 力 之 关系 式 : 
纯 葛 : 


Bl 
r= (918) 
拉 压 ; 
B+ 
o=- fe? >) 六 《9"9 ) 
《还 缩 时 cx 与 se 取 绝 对 值 》 
拉 压 、 前 切 比 例 硝 合 
200 了 1 
o = 2 yat ed (9°10) . 
2pof i? EE | 
t= 8 (2+15K:) 7 efy C9"11) 


式 中 A=s1~-&a， K=er/elry 而 与 sp 分 别 为 拉 伸 及 前 切 塑 性 应 变 线 量 分 最 。 这 里 为 求 
得 解析 公式 起 见 ， 于 被 假定 为 常数 ， 即 所 谓 比 例 帮 合 " 应 该 指出 对 一 般 的 应 变 耦 合 廊 式 和 过 
程 ， 都 不 难 用 式 (9.7 ) 求 得 循环 应 力 响 应 的 数 人 解 。 

蔡 忽 略 较 短 的 不 稳定 循环 对 疲劳 寿命 的 资 献 ， 并 设 循环 破坏 次 数 为 赂 c， 每 一 转折 肛 中 
内 时 标量 增 基 为 AZ, 赠 由 于 在 每 一 对 称 应 变 循环 中 ， 有 两 个 转折 段 ， 其 贡献 是 一 样 的 ， 故 由 
式 《9.3) 有 


2NcC| wra2= 1 (9.12 ) 
十 面 我 们 在 等 温情 说 下 来 讨论 拉 压 对 称 塑 性 疫 芒 的 寿命 计算 公式 ， 此 时 自由 能 窗 度 ¥ 近 
似 是 拉 压 时 的 弹性 能 密度 (由 王位 错 等 贮存 的 应 变 能 相对 说 很 小 ， 可 以 忽 瞳 ) 
=o C9:13) 
利用 C6:2)、(63)、(C9:9)、(C9:12)、 (91.3) 客 易 求 得 下 述 疲 劳 寿命 的 近 伺 计算 
公式 
NeC en ) 2g -CO, (9.14) 


《 1+ 2np6 Fn pr PrOTior?" 
起 中 Ci = -一 -一 一 一 一 一 一 一 - 《9.15 7) 


3 tltAIn ot 2 


式 《9:14) 可 以 化 为 
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_! 1 
lanne mo” = Coiring : ¢ 9:.16) 


上 式 就 是 车 名 的 Colfin-Manson 公 式 ， 它 原 是 由 大量 试验 结果 总 结 出 来 的 经 验 公 式 ， 这 
里 是 从 内 时 本 构 理 论 太 能 量 或 然 率 断 裂 理 论 推导 出 来 的 。 在 参 改 文献 [432 中 还 讨论 了 劳 切 对 
称 应 变 疲劳 ， 拉 压 与 前 急 艳 合 对 称 应 变 疲 劳 ， 以 及 对 称 疫 劳 与 师 变 次 互 作用 时 的 计算 公式 ， 
并 给 出 了 低 周 疲劳 湛 命 路 径 相关 的 一 种 分 析 ,解释 了 在 起 点 与 终点 应 变 状 态 相 同 的 和 铺 说 下 ,为 
什 各 上 先 拉 后 拉 再 道 序 返 加 的 痰 劳 海 命 小 于 先 扭 后 拉 再 逆序 返回 的 寿命 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 
该 文献 。 


$10.10 ” 超 高 压 自 增强 厚 壁 圆 简 残余 应 力 场 的 内 
时 弹 塑 性 分 析 5463 


自 增强 厚 监 简 在 国防 、 化 工 和 机 被 工程 中 有 着 重要 的 应 用 价值 ， 共 残余 应 力 的 分 析 一 直 
受到 工程 界 的 重视 ， 并 提出 过 多 种 计算 方法 。 然 而 实验 结果 与 理论 计算 的 差别 还 是 很 大 的 ， 
有 关 报 告 指出 卸 式 时 计算 的 残余 应 空 右 比 实测 值 大 得 多 ， 设 计时 不 得 不 乘 上 一 个 (0.,4~0.5) 
的 折 减 系数 547]。 在 文献 546] 进 行 的 内 时 分 析 中 采用 了 无 关 服 面 的 切线 刚度 让 ， 它 比较 适合 
于 变形 较 大 的 情况 。 从 新 型 的 内 时 本 构 方 程 《5"44) 出 发 ， 经 过 一 些 数学 上 的 处 理 ， 我 们 容 
易 得 到 下 述 适 用 于 切线 刚度 法 的 本 构 方程 


{ Mo} =CD.pI (Ae} C10.1) 
武 中 [= CCDm+TDD) CCD+CDD ) (10.2) 
上 式 是 一 三 维 本 构 方 程 ， 在 轴 对 称 问题 中 ， 各 和 矩阵 可 具体 写 为 
{ A } 三 (CATr, 和 MO, Acrs ) 了 《10"3 ) 
{Se} 三 CC AE,, 人 必 人 zi MErs ) 了 (C10"4) 
4 2 _2 
Wy 3 et? KK 3 tr K 3aF? 0 
CLD)= 对 K+ 3 K- sk 0 1 《 10*5 7 
i 
gk gt 0 | 
\ ， 


hrBer 页 Ae hiAes hrAp?z 
honer heres hedes haAyp?s 
《10:67 
je hzhe? HzAez hzS YP?y 


hrzier hezAe? hzAes hrzi Pez 
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hiAe? hrie? HAes 1 kay? 


2 
hoAe? hoier hehes ho Bp? 
CD = Ft 1 ， 《30:7 ) 
' hzAe? hoe? hses FhzA ?9z 
jz Me? hz Aey hses hz A Pry 


' 


上 列 式 中 的 各 等 分 是 可 由 遂 推 公式 17:15 ) 与 《7.16) 在 增 量 加 载 过 程 中 确 定 ， 利 用 递 推 
原理 可 得 下 述 基本 方程 


CK! { Mu}, = {AP}, C108) 
式 中 CR | BYED, BId (10.9 ) 
(AP} = {Pp} -| cB {0o} .dy C10°10 ) 


x10 Pa a, 
汇 中 C 旦 1 为 应 变 重 隆 ，# 玫 示 第 i 次 加 
载 ， 而 上 标 站 表示 第 i 次 达 代 。 方程 8 /~ 
(10,10) 沽 虑 了 在 增 基 加 载 中 由 计算 识 ,| 
闺 带 束 的 节点 不 平衡 力 。 根 据 上 述 基 本 
方程 ， 不 难 发 展 …… 种 无 局 服 面 的 切线 刚 
度 有 限 元 算法 。 采 用 该 算 法 对 [47] 中 采 

用 的 35CrNi3MoVY 超 高 壕 原 允 国 篇 《 外 8 
径 55 豪 米 ， 内 径 22 训 米 ) ， 内 压 7245 大 1 
气压 的 残余 应 力 分 布 进行 了 计算 ， 在 
《图 10.30 ) 中 将 该 结果 与 r477 中 用 
Sachs 铅 孔 法 所 得 实验 结果 及 和 根据 Bland “2 
理论 计算 所 得 的 结果 进行 了 比较 ， 比较 -4-1。 
结果 表明 内 时 分 析 得 到 了 与 实际 较为 响 。 .24 二- 
合 的 结果 *。 


一 一 
一 一 -一 


-一 一 一 内 讨 理 论 计 算 结 果 


一 -一 一 Biand 闻 演算 结果 


看 Sachs 包扎 法 的 浏 证 半 果 


$10:11 和 砂 士 的 内 
时 本 构 描述 1 


华容 Rmm} 


由 于 混凝土 及 工程 类 地 质 材 料 在 十 4 :一 人 
' 1 站 1 | 中 
建 与 水 工 姥 构 等 工程 中 的 应 大 意义 ， 以 。 国 10.30” 超 熙 慌 蒜 器 国 竺 绞 余 应 力 a 的 分 让 
及 有 半 它 们 的 应 力 应 蛮 基 系 至 今 仍 了 解 外 径 ， 史 巴 四 ， 内 稻 。22 巴 也， 内 讨 ，72458ttm 
得 很 不 够 ， 近 些 年 来 人 们 对 这 类 材料 本 材料 ，35CTrNi3MO 


"在 获得 了 一 -封闭 般 后 ， 计算 了 上 千 次 脉动 循环 中 残余 应 力 随 特 环 数 检 驰 情 况 ， 详 和 网 钱 正 洲 
与 范 镜 滴 的 工作 “内 蕴 时 间 政 性 理论 在 自 增强 厚 壁 简 应 力 计 算 中 的 应 用 ” ( 第 一 届 全 国 塑性 力学 
会 说 ，1886， 杭 州 ) 


ee pe i 


和 煌 理论 的 研究 越 来 越 重 视 。 但 是 由 于 兰 土 与 混凝土 等 材料 的 特性 远 较 金属 复杂 ， 而 研究 的 思 
想 又 多 半 受 到 有 类 金 属 的 塑性 模型 的 束缚 ， 其 进展 是 不 能 使 人 满意 的 。 既然 内 时 理论 的 基础 
较 深 广 、 观 点 较 高 ,又 特别 重视 具体 材料 在 特定 条 件 下 的 响应 特性 ,因而 人 们 有 理由 期 望 它 将 
在 这 一 领域 中 发 挥 更 大 的 作用 。 下 面 我 公 将 以 无 粘土 壤 一 一 艳 土 为 例 来 讨论 与 介绍 有 关 这 类 
材料 的 证 构 描述 。 在 讨论 中 我 们 将 把 概念 提升 到 耗 散 型 材料 本 构 形式 不 变性 定律 的 高 度 上 
来 ， 江 高 广义 凡 摩 擦 力 概念 在 决定 不 同类 型 的 内 时 标 度 忠 的 应 用 ， 伺 说 明 概 念 时 的 有 关公 式 
等 则 大 都 玻 自 此 充 津 (HH,C,Wau) 的 论文 [48)， 部 分 也 取 自 [352。 

IT。 砂 土 的 物性 及 Gibbs 自 由 能 分 析 系 统 

应 读 指 出 的 是 ， 过 去 对 无 粘土 壤 的 研究 ， 或 者 与 真实 材料 的 特性 相差 较 远 ， 致 使 计算 结 
果 经 常 无 用 ， 或 者 可 有 纯 经 验 的 性 质 ， 使 应 用 范围 狭 窗 ， 言 日 性 很 大 ， 且 每 次 条 件 改变 又 不 
得 不 重新 建立 模型 和 进行 试验 ， 造 成 了 较 大 的 浪费 。 我 们 的 日 的 既然 是 发 展 一 种 与 过 续 介 质 
力学 的 基本 完 律 相 吻 合 ， 且 能 描述 无 巾 士 壤 复杂 力学 特性 的 本 构 关 系 ， 就 不 能 不 充分 认真 注 
意 下 述 实验 事实 ， 并 以 此 作为 我 们 研究 的 册 发 点 ， 钙 砂 土 的 体积 变化 由 两 种 主要 上 素 组 成 ， 
一 是 静水 压力 所 致 的 压 实 《 Consolidation ) ， 它 一 般 是 非 线性 的 ， 另 一 是 由 偏锋 应 力 3| 起 
的 密实 ( Densification ) 或 膨胀 常 称 草 胀 效应 ) ， 这 两 种 因素 合 在 一 起 造成 了 体积 应 力 说 
痰 曲线 向 应 力 轴 弯 曲 的 形状 ， 加 偏 妊 应 力 响 应 曲线 虽然 与 普通 材料 的 形态 一 样 是 栖 向 应 变 轴 
的 ， 但 它 受 围 压 的 影响 很 天， 在 无 围 压 并 忽略 重力 时 ， 干 砂 是 无 剪 切 抗力 的 ;图 空隙 比 对 力 
学 特性 的 影响 很 大 ， 造 成 密实 砂粒 与 松散 砂粒 间 应 力 响应 特性 的 重大 差别 ， 钨 砂 土 在 振动 情 
况 下 将 于 现 液 化 现象 《Liauification ) ， 即 在 地 震波 等 的 影响 下 砂 土 失 去 内 兰 擦 力 像 液体 一 
” 样 流动 。 尽 管 有 关 的 工作 已 经 证 明 内 时 理论 能 用 统一 的 观点 和 公式 来 较 好 地 描述 密实 砂 与 松 
散 砂 的 咏 应 特性 ， 但 由 于 篇 幅 的 腿 制 并 为 使 叙述 简明 起 狗 ， 下 面 的 叙述 是 将 空 阶 度 固定 起 来 
讨论 问题 的 ， 相 应 的 材料 函数 也 是 与 之 对 应 的 ,这 样 以 空 随 度 作 为 参数 得 到 的 结果 ,从 工程 角 
度 来 看 也 不 失 为 考 虚 空 际 度 影 响 的 一 种 方法 ， 至 于 溢 化 的 问题 我 们 这 里 不 予 涉及 。 此 外 在 理 
论 体系 的 建立 上 我 们 将 不 采用 以 前 那 种 从 Helmlhtoltz 自 由 能 外出 发 的 分 析 系统 ， 而 采 用 从 
Gibbs 自 由 能 9 出 发 的 分 析 系 统 。 这 两 种 分 析 系 统 在 内 变量 的 含义 上 是 一 致 的 ， 即 仍 具有 表 
征 材料 内 部 组 织 结构 的 物理 内 消 《 例如 土 粒 的 排列 及 其 变化 ，、 但 自由 能 的 表达 则 是 不 同 
的 。Helmholtz 自 由 能 区 的 描述 是 以 应 变 与 温度 作为 外 变量 的 ， 我 们 有 


w=e- =pt eii 0, ga) a=1;2,"1h C1l1:1) 
而 Gibbs 自 由 能 的 描述 由 是 以 应 力 与 温度 作为 外 变量 的 ， 即 
P= -oi= P00, =1,2,°"1 {11:2) 


汉 两 种 撕 述 在 赔 化 的 情况 下 就 回 到 了 大 家 部 悉 的 势能 与 余 能 体系 对 应 的 描述 。 在 建立 本 构 广 
程 时 代替 下 式 


Oi1j= OW/ ders {11*3 
肝 用 的 是 下 述 闫 系 [339 .. 
£1}= — OW/B0;i (C11*:4) 


弛 用 后 一 种 描述 的 且 的 ， 除 了 使 淡 才 了 解 另 一 种 分 析 体系 以 外 ， 也 是 由 于 后 者 是 以 应 力作 为 
独 阐 变量 的 ， 这 样 对 岩 土 性 质 有 重要 影响 的 水 压 应 力 g kx 与 偏 应 力 St 就 可 以 分 开 来 加 以 研 
帘 ， 间 用 应 力 控制 下 的 实验 来 分 离 有 关 因 素 并 确定 相应 的 材料 参数 。 
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人。 不 同 机 制 下 内 容量 与 内 葡 时 间 标 虚 的 选择 

根据 耗 散 型 材料 本 构 形式 不 变性 定律 ， 我 们 可 以 按照 不 同性 质 的 砂 土 力学 特性 ， 选 择 三 
类 描述 其 内 部 组 织 结构 及 其 变化 对 宏观 本 构 关系 影响 的 内 变量 ggx， 9 驴 x 和 Pp'， 并 定义 与 
之 相关 的 三 个 内 苞 时 间 标 度 2;、24 与 2., 具 体 地 说 : 

1， 5 个 内 变化 量 p: 及 其 相应 的 内 萄 时 间 Z,.. 它 位 用 来 描述 与 偏 斜 应 力 响 应 相对 应 的 
不 可 说 变 化 ,这 种 变化 与 金属 剪 切 滑 移 的 最 大 区 别 在 于 它 是 受 转 压 影响 的 ( 注 : 我 们 在 这 里 ， 
把 图 压 :定义 成 绝对 值 最 小 的 主 永 应 力 ， 即 0 = -G01,min，0, 之 9 ) 这 样 做 是 将 它 的 影响 
与 体积 应 力 c( = - 汪 oxx ) 的 影响 区 别 开 来 ) 。 其 物理 机 制 可 以 设想 如 下 ， 在 无 恩 庄 并 忽 
路 重力 时 , 干 砂 是 离散 质点 的 一 种 堆积 ,是 无 前 切 抗力 的 ， 围 压 的 作用 使 砂粒 互相 接触 形成 了 
摩 握力， 这 种 广义 摩擦 力 的 大 小 取决 于 砂粒 质点 间 的 压力 、 接 角质 点 数目 及 这 些 接触 面 的 性 
质 ， 它 象 金属 一 样 地 与 累计 的 不 可 逆 应 变 有 关 ， 即 依赖 于 下 式 表达 的 内 蕴 时 间 量 度 

dé, =|lde!i| (C11:5) 
( 注 ， 这 里 的 上 标 了 工 表示 不 可 逆 非 弹性 应 变 ， 用 它 来 代替 式 (63 ) 中 表 示 前 性 应 变 的 上 标 
4 py )， 除 此 之 外 ， 它 还 应 是 性 压 ov 的 肾 数 。 这 也 就 是 说 与 这 种 广义 内 摩擦 力 相关 的 内 
蕴 时 间 标 度 Z, 的 定义 还 应 与 c, 有 关 ， 即 应 具有 下 述 形式 


42.= ee ( 11:6) 
作为 一 种 简化 蕉 情况 ， 可 取 下 述 线性 形式 [21]、[5487 
fies0r) =1+P(o)es Clil'7 》 


Ba) 可 由 实验 曲线 确定 ， 也 有 可 能 从 砂 士 的 细 观 理论 建立 一 种 模型 ， 用 以 考虑 具有 不 癌 粕 
床 的 砂粒 间 的 平均 摩 所 系数 ， 从 而 给 出 Bo ) 的 解析 形式 。 
2。 dd 个 内 变量 gg&x 及 相应 的 内 草 时 间 Zs。 它 们 用 来 描述 偏 斜 应 力 S: 在 砂 十 密实 的 变 
形 机 制 中 所 起 的 作用 。 在 偏 应 力 $S,, 作 用 下 ， 砂 粒 发 生 了 相互 滑 移 、 翻 越 和 窜 钙 ， 这 种 由 内 
恋 量 gg&x 描述 的 颗粒 的 重 排列 ， 造 成 了 体积 的 增 大 或 碱 小 《 汶 胀 或 藤 缩 )， 这 种 效应 可 
称 为 应 变 类 合 效 应 以 与 上 面谈 到 的 图 压 对 偏 应 力 影响 的 所 谓 应 力 看 合 效 应 区 别 开 来 。 由 于 
内 变量 g dx 对 应 的 变化 是 不 可 复 的 ， 因 而 对 应 着 其 耗 散 能 量 的 广义 摩 氛 力 也 应 由 长 相应 的 
内 蕴 时 间 Zs 加 以 描述 。 在 Ze 的 定义 中 首先 我 们 应 当 注 意 到 下 述 实 验 事实 ， 即 基 至 在 前 变 形 
很 小 和 剪 切 卸 裁 肝 仍然 存在 砂 士 的 密实 化 现象 ， 因 而 不 能 采用 不 可 逆 应 变 8,i 来 定义 内 副 时 
间 ， 而 应 回 到 Valanis 1971 年 给 出 的 内 蔓 时 间 量 度 的 定义 [213， 即 
dE = 下 ceideni 《11"8 3》 


式 中 玉 2 为 四 阶 正定 的 材料 张 量 ， 在 一 维 情况 下 上 式 可 简化 成 
dty= Kuldel 《11.9 》 
害 易 想像 其 相应 的 广义 内 摩擦 力 将 取决 于 围 压 cr 的 大 小 呈 存 在 着 不 可 道 变 形 的 累积 效应 。 前 
者 登 味 着 玉 :iur 或 开 s 应 该 是 围 压 or 的 函数 , 即 在 同样 的 砂 土 属 况 下 ,cr 改变 了 砂 土 的 基本 结 
构 特 征 或 物 态 ; 后 省 意味 着 砂 土 广义 摩擦 力 随 过 程 的 变化 应 表 成 内 区 时 间 盟 诬 53 的 销 数 ， En 
有 
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Ki = Ke) 或 Ka= Kato,) ‘11°10) 


dey 
及 d Zi= ery (11+11 7 
9(5a) 可 根据 有 闫 实验 加 以 确定 ， 在 参考 文献 [48]J 中 采用 了 下 述 线性 化 的 形式 
gl(Ea) = 1 + fda C11*12) 


式 中 是 一 常数 。 

3， 庙 个 内 变量 9g kx 及 相应 的 内 蕴 时 间 Z;。 它 们 用 来 描述 静水 压力 在 砂 填 各 向 同性 压 实 
的 变形 机 制 中 所 起 的 作用 。 共 内 蕴 时 间 量 诬 s 抄 述 着 黑 计 的 不 可 逆 的 体积 变形 ,可 仿照 45*6) 
并 取 铝 = 1， 将 其 定 交 为 


di=1ab = dt- 0-| Cils13 ) 


式 中 人 是 水 压 体积 应 变 sx 的 非 弹性 部 分 ， 在 这 里 体积 务 栽 曲 线 被 假定 是 体积 弹 性 模 量 
为 常数 乓 的 直线 (否则 的 话 名 可 不 取 为 1 )。 为 了 计 及 水 讨 体 积 响应 中 的 应 变 强 化 ， 注 意 到 
水 压 造成 的 砂 土 结构 特征 或 物 态 的 变化 也 具有 累积 效应 ， 且 是 路 径 粗 关 的 ， 因 市 与 这 类 广 闵 
摩 氛 力 相 联 的 内 蔓 时 间 应 是 5 的 函数 ， 于 是 得 到 


dZ,= ARE C11.14) 
作为 近似 表 运 式 ， 在 [C482 中 54) 取 为 下 述 形式 
(Che = (tor -66)! 《ll1*15 7) 


式 中 cr 为 由 实验 决定 的 常数 。 
页 ， Gibbs 自 由 能 表达 式 及 内 变量 的 演化 方程 
根据 上 而 对 三 种 不 可 闭 变 形 和 机 制 的 分 析 ， 我 们 可 将 Gibbs 自 由 能 表述 式 (11*2 ) 近似 地 分 
成 两 部 分 ， 在 等 温情 况 下 ， 它 们 是 ， | 
bol, qr ) = pato, ,+ Boo Sr Ps, ) (11.16 》 


式 中 0 = Tckxy， 久 = qx，94= 3 9 和 x， 下 标 及 和 DD 分 别 记 水 压 与 偏 侠 部 分 ，0" 是 任 


一 偏 应 力 施 加 前 的 水 压 眠 力 ， 它 在 如 中 作为 一 个 参数 而 存在 ， 与 围 压 0; 烘 密 相 关 。 人 了 从 形 起 
上 和 看 由 与 遇 是 分 窗 的 ， 但 由 于 在 gr 中 全 的 存在 就 意味 着 它 包 含 了 偏 斜 应 力 对 体积 脱 胀 的 
影响 ， 反 过 来 如 中 oo? 的 存在 就 包含 着 于 计 对 偏 钙 应 力 的 影响 。 仿 照 式 《 4-5) 的 指 学 思想 ， 将 
式 〔【11.16) 展 开 为 章 二 次 了 aylol 级 数 可 得 


1 1 一 
及 六 = 一 2 4 - > 已" 十 2 之 5 > Ciqgio 


+ 3 > Digiqs (11*17) 
过 


p= Ept SHS — Dy Pisa di pit > 之 GH ps 站 (11*18) 
5 3 ' 
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其 中 A、Br、MM*、C* 和 Ds 是 正 的 烤 料 常数 ， 世 ;i1， 梧 i451 和 如, 是 四 阶 材料 张 量 ， 它 们 
依赖 于 ao 以 计 信 秘 的 剪 切 响应 的 压力 依赖 以 及 堆 围 于 时 砂 永 有 具有 任何 剪 切 抗 为 的 特性 。 忆 
及 四 阶 各 问 同性 张 量 作用 于 对 称 线 量 前 的 下 述 展 开 形 式 5213 

Lr= Li6 ;6 + L606 + S616) . 《11.19 ) 


起 中 荆 / 与 5 上; 是 常数 ， 而 总 ;是 信 ronecker 符 号 ， 并 将 式 C11:16)、C11":173 和 11:18) 代 
入 《11'2) 可 以 写 出 无 粘 砂 的 下 述 方程 


ej = (Ao + Bg + Cr)o +r ESii+t PFE DT (11'20) 
万 过 下 


或 者 等 价 地 可 分 成 下 述 两 个 方程 ， 
Erkk = ERk+ ERK 《11*21 ) 
式 中 ERK=dr + DBRiaq ekx= 了 Csg4 (11, 220) 
由 可 
eii = Edi 十 SFips | (C11 ?2p) 


值得 注意 的 是 sex 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 表示 由 各 向 同性 压 实 造成 的 体积 应 变 多 kx ， 而 
第 二 部 分 表示 由 于 偏 血 应 力 而 造成 的 密实 应 变 Kk。 

于。 本 构 方程 的 显 式 

为 了 最 终 求 得 本 构 方程 的 显 式 ， 必 须 分 别 三 类 不 同 的 耗 散 机 制 ， 研 究 其 相应 的 内 变量 演 


恋 方 程 。 可 以 合理 地 认为 对 应 于 偏锋 机 制 的 广义 内 摩擦 力 《 - -99- ) 及 对 应 于 密实 机 制 的 
op 本 

广义 摩擦 力 ( -94 》 都 是 与 其 相应 内 变量 变化 率 成 比例 的 函数 ， 于 是 仿照 式 (4.4) 己 

(4.5 ) 的 推导 ， 我 们 得 到 


dos bs -jz -0 C5 不 求 和 ) (11*230) 
1 

dp 二 da - 四 = MM 

ga + 0 了 2 0 《不 求 和 ) (11* 230) 


式 中 45 与 4 5 都 是 常数 。 而 涉及 到 水 压 机 制 的 压 实 内 变量 0" 的 演化 方程 ， 则 显得 比较 复 
杂 , 原因 在 于 无 粘土 壤 各 向 同性 强化 的 体积 响应 通常 是 非 线性 的 。 当 水 压 刚 施加 时 , 士 壤 至 现 
塑性 ， 在 后 一 阶段 则 表现 为 弹性 ， 进 而 体积 应 力 应 变 关系 弯 向 应 力 轴 ， 当 水 压 应 力 很 大 时 还 
会 出 现 所 谓 砂 熔 的 破碎 效应 ( Crushing effect ) 。 尽管 发 展 一 种 计 及 大 砂粒 侦 酚 至 小 砂 搁 的 
细 观 压 实 理论 是 可 能 的 ， 在 这 里 由 于 时 间 与 篇 幅 的 限制 ， 我 们 宁愿 把 水 下 限制 在 不 造成 破碎 
效应 的 情况 ， 并 将 广义 摩擦 力 -98x/89* 与 内 变量 9 的 变化 率 qg*y/d2 表 成 非 线 性 的 形式 
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Tn A A a 


ee = eA( Gg) (11.24) 


将 式 C11:24) 代 和 人 (11:220) 中 ， 并 应 用 《 11:220) 可 得 


de pe = Ado + > Braer(o)dZ (Cil'25 ) 
内 

报 据 实 验 结 果 可 确认 下 列 还 似 的 非 线 性 关系 

B's to ) = Ko et Kee (11: 26 } 

A of 

— 1 和 

Pa A= Pa 11:27 ) 
剩 用 式 31:26)、{11:27)，、，C11:14)、《C11+:15 和 式 (11:13 7 可 得 

egx=ok, 《 + 1 — e411Kilg) Cll*28 7 


上 述 方程 确定 了 水 于 应 力 的 体积 网 应 特性 ， 将 此 方程 与 非 线 性 的 实验 曲线 比 较 ， 可 确定 常数 
ofSK oo 
特 方 程 C11*:17 的 gr 代 人 (11235) 及 《11118 的 吉 代 和 人 C11'234)， 可 分 别 求 得 
以 平均 应 办 o 的 亡 史 表示 的 演化 规律 ， 及 以 储 应 力 $,; 上 历史 表示 的 p7 的 演化 规律 ， 将 这 
些 遗 传 积分 形式 表示 的 规律 分 别 代 人 式 《11'226 ) 及 ( 11:'226b ) 中 可 消去 内 变量 ， 市 求 得 相 
应 的 本 构 方 程 ， 第 一 种 就 是 描述 密实 的 本 构 方程 
do 


i 2 ds 
yx = To 必 四 2 (11.29 》 


CO 4 三 Da 


可 Go 


式 中 Ti= 
在 ( 11: 29) 中 偏 移 应 力 的 影响 是 通过 由 (11'7) 与 (11'17) 定 义 的 肉 莹 时 间 标 度 2s 反 映 的 。 
将 式 ( 11:29 ) 对 Zo 微分 ， 并 限于 讨论 一 个 内 变量 的 情况 ( 即 4 = 1 ， 我 们 可 求 得 
号 
dekn -fo 一]az。 (11,30 ) 


将 上 起 及 油分 后 的 ( 11*29 ) 代 人 到 ( 11.21 ) 中 可 得 考虑 压 实 与 密实 后 的 体积 应 变 


dekix= 和 + 人 人 eaiKi dL 十 I ore a2, 《11.31 ) 


,各 术 板 广 和议 是 扩 村 信 和 应 力 员 应 的 下 刀 本 构 方 各 
S51) = 了 1 + 2uer, ra 好 2 (11:32) 


有 之， 国有 出 是 通 这 由 C116) 区 


内 时 标 度 Z: 来 反映 的 。 
在 根据 实验 定 出 方程 ( 11.32 ) 与 《11'31 ) 中 的 有 关 常 数 后， 我 们 可 以 利用 式 (11"28 ) 
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(11'31) 与 《1132 ) 来 分 别 计算 压 实 应 变 ex， 密实 应变 5 及 租 应 力 响应 S,; 。 在 参 状 
文献 [48J 中 给 出 了 对 Sancrament 河水 的 理论 计算 数据 与 实验 结果 的 比较 ， 比 较 表 明 所 还 的 
方法 具有 合理 的 精确 度 。 


习 题 


10.I 为 了 描述 中 间 主 应 力 os 对 届 服 函数 的 影响 ， 通 常 引 入 一 全 称 之 为 lode 参数 的 标 
量 忆 来 加 以 量度 ， 它 由 下 式 定 六 
H= {20 一 II 一 GAOII 一 Ge) 
试 证 明 产 可 用 主 应 力 储 间 表示 如 下 
由 = 39aA 一 3 
10.2 设 在 注 壁 图 罗拉 握 试 验 中 造成 了 下 述 点 力 状态 
us Oh Crs=03= 0, Tr=T, Os=0=0 
并 没 在 控 伸 试验 中 决定 的 届 服 应 力 为 0,， 试 确定 在 此 条 件 下 Tresca 与 Yon Mises 准 则 在 o ， 
平面 中 对 应 的 屈服 曲线 。 

10.3 和 如果 假设 Yon Mises 和 Tresca 届 上 服 准则 在 单 畏 拉 伸 时 是 哆 竺 的 ， 斌 确定 在 纯 兽 时 
它们 的 差 值 ， 并 画 出 在 开平 面 上 这 两 条 届 服 曲线 的 相对 关系 * 车 假设 Von Mises 和 Tresca 属 
乳 准 则 在 纯 剪 时 是 呢 合 的 ， 试 确定 它们 在 拉 舍 时 的 差 人 它们 在 地 平面 上 必 服 曲线 的 相对 关 
系 又 如 何 ? 试 讨论 在 一 般 情况 下 初始 忆 服 曲线 应 落 在 下 平面 的 件 么 范围 内 ? 

10'4 说 明 Frandtl-Reuss 方 程 隐 含 着 塑性 应 变 增 晶 主 轴 与 主 应 力 轴 重 合 ， 并 请 以 主 应 


力 来 表示 该 方程 。 
10"5 试 证 明 当 塑性 荔 函 效 9faii= 六 时, 期 下 述 塑 性 势 方程 导致 Prandtl-Reuss 方 程 ; 
de = 


10.8 试 证 明 等 效应 力 o 和 等 就 塑性 应 变 增 量 de? 的 张 量 形 式 
o=y 3 0 2 der = 2der,des, 


可 分 别 写 成 下 过 晨 开 形式 


rm 了 ”3 
To = (ou 0) + (0w- 0m) + C0- on) | + 6 is 十 TY 十 G3 ) } / 
dez = { =[ { der del) + Cded, — des)? + Codess ~ er )? ] 
+ | dei) + C dot): + (deg,)’ | } 
10.7 试 证 朋 Prandtl-Reuss 方 程 中 的 比例 因子 叭 , 豆 用 等 效应 力 品 及 等 效 迎 性 应 变 谱 量 


dz? 表 示 如 下 ， 
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an 


10*:8 设 塑 性 加 增 量 617 = oiydef;， 试 证 明 对 服从 Prandti~Reuss 定 律 的 料 料 ， 有 下 


述 形 式 的 本 均 方 契 


st 3 


2 7 


10*9 一 恨 弹 一 理想 鹿 性 托 形 截面 梁 承 受 纯 索 曲 载 荷 ， 试 讨论 在 不 同 大 小 弯 矩 好 的 作 忆 


下 ， 梁 的 横 截 面 应 丸 分 布 曲线 的 形状 。 


10"10 如 果 上 三 中 的 矩形 截面 梁 挟 成 居 服 后 线性 强化 的 笠 料 ， 并 设 它 可 用 下 述 应 力 应 


oly+ Ale ~ oFE) 

斌 分 析 在 梁 进 入 弹 刻 性 范围 后 横 截 面 上 的 自力 分 布 
情况 。 

10"11 一 小 加 ( 题 10*11 图 ) 示 的 厚 壁 球 壳 承 
受 一 个 逐渐 增加 的 压力 己 ， 试 用 Mises 届 服 条 件 决 
定 初 始 届 服 开始 出 现时 之 内 压 。 

10'12 设 一 试 件 相 加 载 过 程 中 ， 从 主 应力 空 
间 的 座 标 《0,0,0) 沿 一 比例 加 载 路 经 ( 即 加 载 过 程 
中 各 应 为 分量 同 的 比 秆 保持 不 变 ) 加 载 至 (10000， 
30000，20000 ) Pa。 假 设 材料 赚 从 各 向 同性 强化 ， 
拉 伸 届 服 频 力 海 10000Pa， 塑 性 切线 模 量 为 10*/ 7， 
( 单位 为 1 /Pa )， 试 计算 其 塑性 应 变 增 量 。 
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题 10'11 图 承受 内 还 的 球 沉 


附录 和信” 张 量 分 析 


自然 办 的 物质 性 质 与 自然 规律 是 一 种 客观 存在 ， 它 应 当 不 受 我 们 描述 它 的 方 丘 的 影响 。 
为 了 对 物质 的 物理 性 质 及 物理 规律 进行 数学 描述 ， 我 们 党 需要 某 种 方便 描述 的 坐标 系 。 可 
是 ， 同 一 物理 规律 或 物理 属性 当 用 不 同 坐 标 系 描述 时 常 呈现 不 辣 的 形式 ， 这 里 夹杂 了 由 具体 
坐标 系 的 选取 所 带 来 的 与 物理 规律 、 物 质 属 性 无 美的 东西 ， 引 起 所 论 间 题 的 复杂 化 ， 甚 至 模 
糊 了 现象 的 物理 本 质 。 而 这 种 物理 本 质 应 是 同 具 体 坐 标 系 的 选择 、 坐标 系 的 变换 无 关 的 。 因 
此 ， 很 早 人 们 就 开始 探索 某 些 数学 最 ， 用 这 些 量 来 描述 物理 砚 象 时 可 摆脱 具体 坐标 系 的 影 
响 ， 标 量 和 矢量 是 这 样 的 量 。 标 量 可 以 描述 如 密 底 、 温 度 、 能 量 等 物理 性 质 ， 在 任何 坐标 系 
中 标量 具有 相同 的 值 。 矢量 可 以 描述 如 速度 、 加 速度 、 位 移 和 力 等 这 样 一 些 运动 学 和 力学 
量 。 用 矢量 形式 写 出 的 物理 定律 如 力 系 平衡 条 件 等 是 与 具体 坐 奈 系 无 关 为 ， 明 然 共 在 不 同 毕 
标 系 中 的 分 量 是 不 同 的 ， 但 当众 一 个 坐标 系 变换 到 另 一 个 坐标 系 时 长 分 量 是 按 一 定 变 稳 规 律 
变换 的 。 . 

但 具有 三 个 分 量 的 矢量 不 能 用 来 表示 如 应 力 状 态 、 应 变 状 态 这 样 一 些 力 学 量 ， 后 者 需 要 
9 个 分 量 表 孙 。 为 此 须 将 和 失 量 概念 推广 ， 而 引 人 张 量 的 概念 。 在 # 维 向 量 空间 中 ， 了 了 阶 张 量 
具有 #7 个 分 量 。 失 量 乔 成 一 阶 张 量 ， 它 在 三 维 空 间 中 有 3 个 分 量 。 应 力 、 应 变 为 二 阶 张 量 ， 
具有 32 = 9 个 分 量 。 

张 晤 起 一 群 量 的 集合 ， 用 它 求 完 侈 确定 地 窒 示 某 种 几何 或 物理 现实 ， 当 绝 标 变换 上 时， 这 
种 县 按 一 定 的 规律 进行 变换 而 保持 共 几 何 或 物理 属性 不 变 。 用 张 量 方程 写 出 的 物理 定律 或 几 
何 定理 在 任何 坐标 系 中 共有 不 变 的 形式 。 这 给 理论 研究 工作 带 来 很 大 方便 ， 我 们 可 以 不 必 针 
对 每 个 坐标 系 推导 有 闫 定理 的 形式 ， 只 要 从 任 一 坐标 系 《 例 站 笛 卡 尔 坐 标 系 ) 下 推出 结果 ， 
转化 为 张 量 方程 ， 就 可 适用 于 各 种 坐标 系 。 不 仅 如 此 ， 张 景 还 是 研究 不 变量 的 数学 工具 ， 使 
用 张 量 工 具 对 更 完全 反映 物理 现实 因而 也 更 复杂 的 物理 模型 作 数学 措 述 时 可 显得 非常 简洁 。 

在 这 一 附录 中 ， 我 们 将 对 张 量 的 定义 、 张 量 代数 和 张 量 分 析 作 简明 的 介绍 。 


$1 指标 符号 


I， 指标 符号 

一 些 须 用 一 组 量 才能 完全 表现 其 属性 的 几何 、 力 学 或 物理 现实 ， 常 用 指标 符号 表示 。 指 
标 符号 是 带 有 上 标 或 /和 下 标的 符号 ， 例 如 速度 可 用 vi 表示， 让 为 上 标 。 在 三 维 空间 由 ， 指 
标 ; 取 1 一 3 之 值 。 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 局 、 到 和 如 分 别 玫 示 沿 x、y 和 = 轴 方 向 的 速度 分 
量 。 注 意 ， 上 标 不 是 乘 方 。 又 如 应 力 用 表示 ，i1， 了 = 1，2，3。 在 省 卡 尔 坐标 系 中 
ol 嵌 重 直 于 x 轴 的 坐标 面 上 沿 y 轴 方 向 的 应 力 分 量 czy。 又 如 应 变 用 26 表示， 这 里 寺 、 了 为 
下 标 。 以 后 将 了 解 到 ， 上 标 与 下 标 具有 不 同 的 意义 ， 查 在 笛 卡 尔 坐标 系 中 ， 上 、 下 标 设 有 仁 
人 区别 因而 统一 采用 下 标 。 在 一 般 情 况 下 可 同时 带 有 上 上 标 和 下 标 ， 例 如 


站 i 和 
Tas A ™™ 


注意 ,一 般 每 个 列 只 能 写 一 个 指标 ,上 面 的 指标 符号 不 能 写成 ,了 世 ，A， 为 避免 这 种 写法 ， 
可 在 上 标 《 下 标 )》 之 下 (之 上 ) 加 点 ,通常 ,对 未 赋值 的 指标 符号 ， 代 表 某 物理 现实 的 整体 ， 
而 当 给 指标 赋予 某 值 后 ， 例 如 c， 则 表 此 现实 的 某 一 分 量 。 

单 指标 符号 可 用 列 ( 或 行 ) 矩阵 表 东 ， 而 对 双 指 标 符 号 可 用 方 阵 表示 ， 例 如 


Y= {ui} = to TIT=Toii= | Ta Tr Org | 
\,s 4， ,Tar Cag gasd 。 


为 简洁 地 表示 某 一 物理 方程 ， 采 用 求 和 约定 ， 规 定 一 项 中 若 有 两 个 指标 相同 ， 则 对 读 指 
标 自 1 至 ss 求 和 ,这 里 4# 是 向 量 空间 的 维 数 。 在 三 维 空间 中 n= 3 ， 例 如 ; 


Ui= TO,= CI 十 gaz 十 人 83 
i=l - 


Aiy x = S Alpw = A Xt A Ht As x 
求 和 指标 邑 重 复 指标 也 称 为 唾 标 《<dummy indices ) ， 哑 标 符号 可 任意 更 换 而 不 改变 其 和 
从 ， 例 如 ，0;: = 061， .45 如 = A'nx"。 哑 标 只 能 重复 一 次 ， 重复 机 次 或 更 多 次 是 无 意义 


的 ， 例 如 不 能 有 -Li B*C;, ,这 里 重复 了 两 次 。 不 重复 的 指标 称 为 自由 指标 ( free index ) 。 
在 一 个 由 指标 符号 写成 的 方程 中 各 项 指标 的 符号 、 个 数 和 上 下 位 置 应 相同 ， 而 每 一 对 哑 标 则 
应 一 在 上 一 在 下 ， 仅 在 箔 卡尔 举 标 系 时 由 于 上 标 和 下 标 没 有 区 别 ， 全 部 指标 可 都 写 在 下 方 。 
例如 
任 间 坐标 系 下 C= 全 ,BS + DriEs 

币 卡 尔 上 化 标 系 下 ， Ci; = A Bs; t+ DuiB si 
我 们 可 暂时 称 此 为 指标 基 岗 一 致 。 

当 指 标 符 恕 对 坐标 x' (包括 临 线 坐标 ) 求 偏 导数 时 ， 用 下 标 “,i” 表 示 ， 例 如 
0 


dx* “ 


一 


当 采 用 上 述 规 定时 ， 第 卡尔 坐标 系 中 的 三 个 平衡 方程 可 用 下 面 一 个 式 子 简洁 地 表示 出 来 
gisitpf;= 0， 了 =1，2，3 
而 联系 线性 化 应 变 和 位 移 关 系 的 六 个 几何 方程 可 表示 为 


gi FC it), flr2y， 3 


H 。 笛 卡尔 坐标 基 关 形成 的 符号 
在 三 维 笛 卡尔 坐标 系 中 ， 矢 电 V( 用 得体 字母 表示 ) 可 写成 它 的 沿 三 个 坐标 轴 之 分 其 之 


和 的 形式 
¥= vil; {Al'1} 


式 中 l=1 是 坐标 轴 x: 方 向 之 单位 基 矢 ， 为 无 因 次 基 。 在 空间 所 有 各 点 ， 单 位 基 矢 上 的 方向 是 


232 


相同 的 。vi = 2 为 分 量 的 代数 值 。 
下 面 我 们 经 常 要 用 济 由 单位 基 舌 | 形成 的 符 乞 。 
一 ， 政 ronecEer 符号 “ 


定 浆 
55 (41.2 ) 
即 玫 ronecket 符号 为 基 舌 的 点 积 ， 它 有 9 个 分 量 。 由 定义 显然 有 
5 (41.3 ) 
0， 当 i 天 7。 
6:; 有 如 下 性 质 ， 
1。 965 = 6 对称 性 2， 
2。 Gitos +6 3， 《41*46) 
3， Tuik = igs ， CAl'4b) 
d, Gd = jo Al'dc ) 
二 、 排 列 符 号 {Permutation Symbol》 
定义 
Cri gi = Ertl, x ), {A1:5 ) 


它 有 3*= 27 个 分 量 ， 只 取 1，- 1，0 三 个 值 。 由 定义 可 见 
1， 当 1 7， 六 按 1，2，3 循 环 排列 
es= | 一 1， 当 站 ,了 了 ,下 按 3 ,2, 1 和 勿 环 排列 » CAl:6) 
0， 当 辣 , 了 ;是 有 两 个 或 两 个 以 上 相同 时 。 
ens 对 人 尾 滞 两 个 指标 为 反对 称 ， 即 任意 对 换 两 指标 的 相互 位 置 时 其 值 窒 写 ， es= 一 ii 
Ei6j 二 一 B04 等 等 。 
即 然 6,/ 与 eiis 都 为 单位 基 儿 之 积 所 构成 ， 可 见 两 者 间 必 存在 一 定 关 系 。 恨 据 语 量 点 叉 积 
的 行列 起 表示 法 可 和 将 (41"5) 式 用 行列 式 琢 示 为 


1 上 bs ils dL Ss d,s 
Eijk = 和 Lbs 1 二 6 Gj, Gj (Al' 了 2 
be fs tls | Gl Ops Osa L 
此 即 sjs 与 6; 闻 之 关系 。 
三 、 广 站 Kronecker 符号 
定义 广 尺 从 ronecker 符号 为 
Bi Sia ia | dr! O67 O73 
| 
ie 0 6 | 5 Bo re 
Bl ,2 Bp3 SG" G2 G's 
6 09 6 | 
= 6? 87 6 (AI'8 ) 
0 6 6 | 
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对 + 和 电 指 标 缩 并 < 即 令 + = 有 中， 并 对 此 指标 求 和 ) 得 
5? 8 Gt! 
中 (41,9 ) 
| $6 64. 
再 对 了 和 了 缩 并 得 
6 = 36p -6., = 26ip (A1:10) 
再 对 + 和 5B 缩 并 得 
=3I= 6 {A111 } 


四 、 二 维 情况 
对 二 维 情况 ， 可 令 eops 中 的 RR = 3， 这 里 及 今后 规定 希 腊 字 母 a ,月 .了 .7 … 等 取 
]、 2 值 。 售 eopg = eepss 则 有 


Oa 0 9。s | Ga Ga 
erp = | 56 baz gp | = ( A112 ) 
| 8 Sys Bos Sa, pz | ， 
| Bo dos 加 了 
eageay = |- | | =6 nd ~ Savdpe (A1'13) 
: Gp pz [Bye 人 
注意 到 
Sa 0 +6s= 2 {A1:14 ) 
则 令 式 C41:13) 中 让 = a 时 可 得 ; 
EPEay = Ga 《1*15 3 
- 再 令 > = 月 浆 得 : 
eupeop = 21 {A116 ) 
于 ,行列 式 的 丫 示 
忽 阵 和 行列 式 可 用 指标 符号 夫 示 。 和 矩阵 站 = [qi;J， 其 行列 式 为 
| 3 
deth&=|B|=|06|=0= Dadya= DasAso (41,17 ) 
P=i 可 于 了 


式 中 ，4 为 元 素 @ 的 代数 余子 式 ,er 是 矩阵 和 行列 式 第 1 行 第 7 到 的 元 素 , 9 为 行列 式 之 
值 。 
现 将 三 阶 行列 式 用 排列 符号 表示 如 下 : 


| lL ds Us | du Oi Oi Gi 9 6 
aG= |q Go a8 | = | 0 Or Oj Oj 0hs One 
(sl Gas Ga | 1 Si Ga Gy Can Gha 
6 Bn Di 
一 四 | Ors Bi | 0002GASE17 Al*189) 
Gis Oia G3 
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= erjinTiid2idss 


= Eiki 《 互 换 两 行 变 号 》 《1*18p > 
由 此 得 
depar = dp Tidr seiss : (-41*19 ) 
两 边 弱 以 es4r 并 利用 (A1*11) 式 得 
0 = EneronGears ( A150) 


洪 拒 阵 C = 入 B， 则 行列 式 |C1= | 太 ||B 1。 证 明和 如 下 
由 祭 阵 习 积 的 定义 有 Ci; = 60156s ,利用 (A1'185) 及 (A1'19) 式 可 得 ; 
[AIIBI= a0,03n0,rs| BI= gu003re20rb, nba 
= Eparciacaocar = | | (Al'21) 
证 毕 。 
行列 式 | 6;; | 的 元 素 ess 的 代数 余子 式 4o 等 于 
4s = Ge (Sodargstat Sdasd dsr + Gondor ris ) 
DG 6 


1 ， ， 
= 6 OPEastoisdnt 了 1 十 Cpijearsdirdis) 


Coiieardirdiee ( Al'22) 
对 二 阶 行列 式 有 : 
GO = eHd0p: 二 人 Ba 有 Ga 人 2 有 (41.23 》 
Oe = BG dB, {Al'24 了 
ce = > ,nen Gg, CA1-25) 


和. 关 量 代数 的 指标 符号 表示 
和 世 量 外 = .4.1,， 上 其 分 量 为 


.=A (41.26 ) 
-一 、 庆 垦 的 点 积 ”类 量 太 与 B 的 点 积 为 标量 
A:B=al, .0 =0,0;6;; = 0,0, (Al'27 ) 


二 、 矢 量 的 丸 积 ” 笑 量 入 与 B 的 叉 积 为 矢量 C 
C=AxB= Ax Bjil: = ABi(l; x b= 人 Cl, 


最 后 一 詹 式 两 迪 点 积 得 


C= ABil ,xb)= A Be (Al:28) 
三 、 矢 量 三 重 积 
| x C) 一 ABCsta tl A 1,) BndBiCs (Al'29 》 
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-rr 一 


82 ”曲线 坐标 系 . 基 矢 、 度 量 张 量 


I 。 曲 线 坐 标 系 ， 基 捧 
在 # 维 欧 氏 空间 ‘Euclidean Space) 中 ,可 建 并 正 突 直 线 华 标 系 ， 即 笛 卡 尔 坐 标 系 {y 站 。 
汶 此 在 空间 中 取 一 华 洒 原点 ， 并 取 一 组 (# 个) 坐标 标的 匡 和 拓 】， 宅 们 在 空间 各 点 是 相同 的 ， 
且 满 足 
bl; =6;; (A2+1) 
即 各 举 标 轴 间 是 相互 正 交 的 。 由 式 (.42+ 1 3》 易 证 笛 卡 尔 坐标 基 炙 是 线性 独立 的 。 # 维 欧 天 空 
闻 任 一 点 卫 的 位 置 可 由 其 笛 卡尔 坐标 (y!，y*?，*"…，»") 确 定 。 悍 「' 表 自 原点 至 了 点 的 位 置 
矢量 ， 则 


fy (42.2 ) 
取 # 个 饭 卡 尔 坐标 的 纯 量 销 数 x 
x = x yl!, ty yy) ?= 1 之; (CAD. 3 ) 


假设 ; 《1 ) 函数 xi 在 所 论 域 RR, 上 单 值 连续 ， 且 有 一 阶 连续 偏 导 数 ，( 2 ) 函数 的 雅 可 比 行列 
式 了 不 治 0， 即 


lax' /oy!, df By, a ， axif By | 
-| 3 |= : ; Ix¥0 (42, 4) 
di | | | 
: Ox" /Oyl, dx" /BY ， Bx" /By" | 
碍 存在 连续 可 微 的 反 变换 
Yi yiCxly Ky + XN" ) i (42"5 ) 


且 {x 生 与 {9 站 间 是 -一 一 对 应 的 。 

满足 条 件 (1) 和 (2) 的 变换 (A2.3) 各 《42.5) 称 为 容 许 变 络 (Admissible Transforma- 
lions ) , 当 了 >0 时 ， 则 称 变换 为 正 向 的 ， 在 三 维 欧 氏 空间 中 表现 为 从 左手 系 到 右手 系 的 变 
换 。 这 种 变换 称 为 正常 变换 。 上 而 当 了 < 0 时 则 称 变换 为 负 抽 的 ， 在 三 维 欧 氏 空间 中 表现 为 从 
帮手 系 到 左 至 系 的 变换 ， 这 种 变 多 称 为 非 正常 的 。 不 可 能 在 一 部 分 区 域 了 > 0 而 在 另 一 部 分 
区 域 了 过 0， 否 则 根据 假设 (1)， 在 两 区 域 的 过 渡 区 中 必 存 在 了 = 0 的 点 ， 此 与 假设 (2 ) 志 
盾 。 今 后 我 们 小 要 限于 容许 的 各 正常 的 变换 ， 在 个 风情 况 下 也 提 到 非 正常 的 变换 。 

营 给 某 个 x 以 害 值 c;， 则 (42'3) 式 决定 一 超 曲 面 (nn 一 1 维 子 空间 )， ?4 个 4 1 维 超 虹 面 
交 于 一 个 罕 间 点 。 著 除了 语 = 太 的 i 外， 给 其 余 # 一 1 个 * 以 定 值 ， 则 得 到 … 策 坐标 线 x， 
当 和 NN 取 1，2…, 1 各 值 时 ， 就 得 到 + 条 坐标 线 ， 每 一 空间 点 都 有 4 条 坐标 线 通过 ， 每 两 条 从 
标 线 决 定 一 上 坐标 面 ， 它 们 为 2 维 子 空间 ， 有 CG = n(n -1/2 个 。 此 空间 的 # 族 坐标 线 就 
构成 了 # 维 空间 的 坐标 系 ， 老 式 ( 42， 3 ) 为 线 性 函数 ， 则 为 仿 射 ( 斜 角 ) 坐标 系 ， 若 式 
(42, 3 ) 不 是 线性 函数 ， 则 为 曲线 坐标 索 。 根 据 变换 (42* 5 ) 式 ， 上 点 的 位 置 矢 县" 可 写 为 


r= tx Ky "sy CC A2*:6) 
从 已 至 邻近 一 点 的 微 向 量 出 为 
dr 9 dxi (42.7 ) 
OX' 
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偏 导数 
or 
9 a 
为 切 于 坐标 线 xi 的 向 量 ， 称 为 坐标 基 和 捧 或 协 变 基 先 。 当 为 仿 射 坐标 系 时 ， 空 间 各 点 的 基 舌 9 
是 相同 的 ， 即 由 为 恒 矢 量 。 而 在 向 钱 坐 标 系 中 ，9i 的 大 小 和 方向 是 随 室 问 点 连续 变化 的 ， 这 
样 ， 在 空间 每 一 点 都 有 一 个 局 部 坐标 基 组 {9gi}， 可 看 做 读 点 无 限 小 邻 域 的 一 个 仿 射 坐标 基 。 
I ,度量 张 量 


(CA2:8) 


位 置 笑 量 微 分 由 的 长 训 平 方 为 
ds: =dridr = 0 dx'idxi 0 {A2.9) 

等 导 只 在 dx 全 为 零 时 成 立 ， 式 中 
gj; = 9*9i [4210 7) 


称 为 度量 张 量 ， 因 为 它 起 着 度量 后 长 度 的 尺 规 的 作用 。 由 .42* 9 ) 式 可 见 ， 惩 隆 [95 为 正定 
的 ， 因 此 其 行列 式 之 值 


[9g;;|=g> 0 CC A211 ) 
我 们 由 下 式 征 浆 另 一 组 基 炙 和 称 为 着 蛮 基 汞 
9'*g; = 可 C A212) 


由 上 式 可 见 ， 逆 变 基 从 9' 是 与 除 遇 外 所 有 协 变 基 矢 gs j 丰 站 ) 正 次 ， 因 而 沿 包含 所 有 这 些 基 
基 的 超 曲面 x: =x'(y*)=x'( 呈 ) 在 恋 点 也 处 之 法 线 方向 。 与 式 (.42*10) 类 似 ， 称 
8 = 9 (A2.13) 

为 逆 变 度量 张 且 。 一 般 地 说 共 矢 9: 和 逆 灾 基 矢 g' 的 模 不 等 于 1， 出 式 (42"10) 和 (A2"13) 可 
见 ， 它 们 的 模 分 别 为 

gsvgrn 19')= wor (42.14 ) 
指标 加 括号 表 不 对 该 重复 指标 求 和 。 

我 们 可 将 9; 沿 g; 分 解 ， 也 可 将 9' 沿 9 分 解 ， 且 易 证 ， 此 分 解 系数 分 别 为 6:; 和 9i?， 即 


Qi= in (A2150) 
gi = ghgs (A215b ) 
可 见 ，g 和 9 起 着 升 、 降 基 矢 指 标的 作用 。 将 (A2'159) 式 点 积 9; 可 得 
Gradei= 6 i 二 1 2 《 A216) 
若 g,j 之 慎 已 知 ， 则 上 式 为 甘于 gi: 的 形 个 线性 方程 组 ， 用 以 求解 :个 95 之 值 ， 共 解 为 : 
gi C7 _ 1_09 (A217 ) 
g 9g Agii 


式 中 G7! 为 行列 式 | 95 | 中 第 了 行 第 i 列 元 素 9ii 的 代数 余子 式 。 类 似 地 ， 克 已 知 955， 则 出 
(A2.16) 式 可 求 得 9:; 如 下 : 


Gi _1 69 ， 
gi = CC A2.18 ) 


式 中 的 为 行列 式 1 91 | 之 值 ，G;, 为 行列 式 | 9 中 元 素 于 "的 代数 父子 式 。 由 式 (-42 16) 可 得 
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下 列 矩 往 间 关系 式 


[93503084= [Cg 《 .A219 ) 
上 式 夺 边 汶 单位 方 了 泗 。 按 照 式 (A1'21)， 由 上 式 可 得 

gg*"= 1 
由 此 g*=1/9. 《 4220 ) 


若 为 笛 卡 尔 仅 标 系 ， 则 9;: = 6， 从 而 gif= 6;， 再 由 式 (A2'15a) 得 ,= 上 从 而 9g 入 =6ij = 
gi5e 因此 , 在 和 贡 卡 尔 坐 标 系 情况 下 ， 上 标 与 于 标 没有 什么 区 别 。 
下 .天 矢 与 度量 水量 的 计算 
轩 (.429.8) 式 与 4 下,2) 式 可 建立 从 笠 卡 尔 坐 标 基 和 1 到 曲线 从 标 系 基 矢 g 间 的 变换 关系 ; 
ar ar ay* Oy* 


9 rr Byr Bx ”Axi C A2.21) 
由 此 得 gi = .8 C A2+22) 
"oxi Bi’ 
写成 算 阵 形式 为 
c= ] (如 ]。 ( 42.23 ) 
对 上 式 取 行列 式 得 
ay" 上 a | ,一 
Bxi “ Ox |=v 了 7。 《 A2:24) 
Ox J 
注意 到 村 外 [5 Br 人 2 ]- [5 ] 
及 Co oi = C6 
可 得 EF ¢ A2°25) 
和 【959=f59o 1 。 
了 Dxi Bx NT , 
由 此 得 cn-[ 句 ] 【名 ] -[2r [ar] ¢ 42°26) 
z 1 ¢ A2+27 ) 
上 及 gi yr 大 
而 逆 变 基 矢 可 求 得 为 
1 
9 = 9 Oy Ax EF 
xi , 
= pys ls =Vxi ¢ 42.28 ) 
即 复 变 基 基 蛙 即 为 超 曲面 % = x'(y*) 的 梯度 。 式 中 3 为 向 量 微 分 算 子 ， 
¢ A2'29) 


日 
Y= = o 
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TY 。 基 舌 的 三 重 积 和 有 灵 积 
在 三 维 欧 氏 空 间 中 ， 我 们 定义 基 矢 的 三 重 积 为 Eddington 张 量 Eijs 和 E15 


i _ay By dy" 
Enin= "(gx* ga) = ET Bae * Bs Bpor 


p | mm | 
|= ei g (CA2:300) 


-| BY 
eu ax 


By7 2 By 


Eng (dXY)- OO, BY oper 


=@iik 5 -了 《42"30p ) 
显然 有 EhE ,ar = Eliepar € .A2.31 ) 
令 9 x9.A'i*g; 
即 得 Aiik = gg x gg")= Eish 
当 些 gxX gEiAgs {《 .42.32 ) 


上 起 两 边 乘 以 后 着 利用 式 (.4231) 和 (4110) 可 得 Eragixg 和 =29。， ,由 此 得 


gi = EN Xd sen g(x 9) (42.33 ) 

同样 求 得 Qi Xx gs= Eng' © A2:34) 
了 和 

及 9 = Ex 4 9 9) C A2.38) 


V ， 拓 量 的 分 解 及 其 物理 分 量 
这 样 在 # 维 欧 氏 空间 中 有 两 组 基 欠 {9:} 和 9， 任意 笑 基 可 沿 此 两 组 基 矢 分 解 为 


VY=vgi=v9' ¢ A236 ) 
分 解 系数 v1 和 yg; 分 别称 为 先 量 ¥ 的 逆 变 和 协 变 分 有 量 ， 且 显然 有 

w=¥. 0 (A2374 ) 

v= V+ g: (A2.376) 


由 于 基 和 所 的 模 及 因 次 不 为 1， 故 丰 和 ,并 非 Y 沿 9. 和 3 方向 的 物理 分 量 ， 仪 当 基 矢 g: 和 9 为 无 
因 次 单位 儿 量 时 (例如 ， 币 卡尔 坐标 系 情况 )v' 和 wv; 才 是 物理 分 量 。 为 求 在 一 般 曲 线 坐 标 系 下 
矢量 的 物理 分 量 ， 我 们 将 ( A4237) 式 改 瑟 为 


Y=vV G0 《42*386 ) 
《2.38D 
根据 (A4214) 式 ， giv GD 和 /vw90 1 为 无 因 次 单位 矢量 ， 可 见 v'V90i1 为 Y 沿 9 的 物理 分 


量 ， 而 vv 9 为 Y 沿 9' 的 物理 分 量 。 
现 再 求 VY 在 基 基 上 的 投影 。Y 在 9 上 的 投影 为 


-ee 


Vy = 一 9 -- 忆 
Sriiy WO we 上 
而 Y 在 9' 上 的 投影 为 
.9 
Jom Yor vor 
矢量 的 模 的 平方 定 交 为 


JVF=VeY =yigi*vigj; = Uyigis 
= 0g = Vi 


= vg vid; = Uv 


(A2.399) 


(A2.396 ) 


(A2.40) 


这 里 又 看 到 度 景 张 最 9i; 和 gii 起 着 升降 指标 的 作用 。 而 两 矢量 u 和 Y 间 夹 角 的 方向 余弦 定义 为 


Wo 


os(u VY)= NN -ao 
“ [uy| vu vv 


§3 ”坐标 变换 、 张 量 的 定义 


I， 正 、 道 变 接 系数 ' 基 矢 的 坐标 变换 


( A2'41) 


设 有 一 原 坐 标 系 {x 沾 , 其 协 变 基 舌 为 {gi}, 另 考虑 一 新 坐标 系 {%"}, 其 协 变 基 矢 为 {91'}。 


将 新 协 变 基 和 拓 用 原 坐 标 系 协 变 基 芝 表示 
gi = Pd: 


由 此 Pi, = 9'* gi 


{ A3:10) 


{A3:1b) 


称 B', 为 正 变换 系数 (或 协 变换 系数 )。 新 坐标 基 矢 { gi } 线性 独立 的 条 件 是 矩阵 [P:,] 为 非 


奇异 ， 其 中 [Bi ,为 


Br, Ba po) 
同样 ， 原 坐标 基 矢 9i 也 可 用 新 坐标 基 矢 8 表示 
gi= fr ge 
由 此 A' = gg; 
称 有 为 道 变换 系数 ， 其 矩阵 为 
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一 - i i a bi um ri 


CA3'1c) 


《 A320) 


CA3.2b) 


! Al py | 


a (42 
BY Pa ee | 
将 (A3.10) 式 代 人 (43.29) 式 得 
gi:= Bs 有 9| 
由 于 {9;) 线性 独立 ， 得 
有 Br 人 ( 43,3c) 


或 用 矩阵 表示 为 
[ 8 )[ 2]=[ 6! ] (A3.36) 


上 式 右 边 为 单位 蝶 隆 ， 因 此 正 变换 系数 矩阵 CB, 和 逆 弯 换 系数 矩阵 58* 互 为 逆 矩 阵 。 
不 难 证 明 ， 原 坐标 系 揽 密 基 矢 g :与 新 坐标 系 道 变 基 矢 9" 之 间 相互 变换 也 是 递 过 正 变换 
系数 积 道 变换 系 数 ， 


gr=p, gi (43 4 ) 

g'= pg (43'5 ) 

这 样 ， 当 由 厌 坐标 系 向 新 坐标 系 变换 时 ， 协 变 基 矢 是 按 正 ( 协 ) 变 痪 系数 变换 ， 而 造 变 基 基 是 
按 着 变换 系数 变换 ， 这 也 是 分 别称 它们 为 协 变 基 舌 和 六 变 基 矢 的 原因 。 

当 原 坐 标 系 与 新 坐标 系 均 为 笛 卡 尔 坐 标 系 时 ， 有 17 =1y， 开 =1。 由 此 BY = p', ， 即 正 ， 

肖 变 换 系 吉 相同， 且 由 式 ( 43,35) 可 得 《此 时 [ BY] =[ Pi，】 ) 变换 系数 矩阵 的 行列 式 

| Bi, | 之 值 为 1。 在 第 卡尔 从 标 系 下 ，. 上 标 与 下 标 没有 区 别 ， 可 全 部 写成 下 标 ， 即 有 有 Y = 


Br B=Biv, 且 Bi;= Piir。 为 了 省 去 下 标 中 的 一手”, 规定 有 “一 后 ”《 即 新 坐标 系 
的 下 标 写 在 前 水， 而 无 “一 哲 ” 的 下 标号 在 后 水， 于 是 在 笛 卡尔 捍 标 系 之 间 进 行 坐 标 变换 情 
视 下 ， 式 (A3:10)、(A43:20)、(A3'4) 和 ( .A435) 可 归并 为 下 面 两 式 


b= Pil 《 A3:60 ) 
b= Bijlys ( A365) 
其 中 Bi; = costl;y, 1;) | (A3'Be ) 


现 求 变换 系数 的 囊 达 式 。 根 据 基 矢 的 定义 ， 我 们 有 
a 0 ,Ox 6x) 
di Br xi dw Zi 


但 按 式 (A3-10) 义 有 9 = 请 19; 由 此 得 ， 
( 有 一 ey ) 9 = 0 


BT 
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ep re 


出 9; } 的 线性 独立 即 得 
OX 


A = A ( A370) 
同样 可 证 = 人 
» 了 Bxi (A3.7b) 


六。 基本 张 量 的 坐标 变换 
现 求 度量 张 量 的 坐标 变换 。 由 式 (4 2*10) 及 (43*1a) 可 得 ; 


gr = gi qr = Pr Blige (A3'8) 
同样 方法 可 得 

gg gi =P Pi' gi, (A3'9) 
根据 式 ( A 2.23) 我 们 有 


C9i1t1 = i] EE [ 登 ][ 敬 ]] 人 [各 J [C3] 
各 J( 庄 J 各 ]( 关 [天 】 eo[ 癌 ] 


=CA" I go B’,) (A310) 


上 不 两 端 取 行 判 式 得 。”g' = | 名 ,fg 


由 此 wg = 《 .4311 ) 


式 中 g' ,为 扼 阵 [gi 六 的 行列 式 之 值 。 
在 三 维 欧 氏 空间 中 不 难 求 得 Pddington 张 量 的 坐标 变换 如 下 


Ea = gu (Qi x qe) = Pp', pi ET (CA3:12) 
Eh (gi x gq) = A" Bi PE Eiik 《3.13 3) 


亚 . 矢量 的 坐标 变换 
现 看 矢 蔡 的 岂 变 和 首 变 分 姐 的 坐标 变换 规则 。 将 (A2:36) 式 在 原 、 新 坐标 系 中 写 出 


VY =u'g. =v 8,9 
. = gs = v* Pk gi 
出 本 {gi} 和 {gs} 的 线性 独立 性 ， 即 得 
af = iy 中 ' (A3'lda) 


vy" = ivr (A3148) 
见 由 原 坐 标 系 变 换 到 新 坐标 系 时 ， 矢 量 的 逆 谈 分 景 是 按 逆 蛮 摘 系数 8% 变换 的 , 故 称 之 为 道 
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变 分 盟 。 同 样 ， 由 
| VY=yd'’ = vp g* 


= v0 = 0 89" 
可 得 v= pos {A3'15g) 
vs = pinr (43'152 ) 


可 见 由 厌 坐 标 系 变换 到 新 坐标 系 时 ， 余 量 的 协 变 分 量 是 按 协 变换 系数 8 变换 的， 改称 之 为 
朱 变 分 量 。 

这 样 ， 在 坐标 变换 上 时， 因 矢 量 VY 保 持 不 变 ， 其 分 量 应 按 一 定 的 变换 规律 即 逆 变 换 和 协 变 
换 规律 变换 。 由 此 引入 一 阶 张 量 的 概念 。 

了 。 张 量 ( Tensor ) 的 定义 

在 ? 维 宝 间 中 ， 若 一 个 量 T 在 任 一 全 标 系 中 者 可 用 有 一 个 下 标 或 一 个 上 标的 "个 有 序数 
或 表示 ， 当 坐标 变换 时 它们 服从 以 下 的 变换 规律 


7 = 有 7 (A3'160) 
T=B, Ti (A3.16b ) 


则 称 读 量 为 一 阶 绝对 张 量 ,而 Ti 为 一 阶 张 量 的 协 变 分 前 (Contravariant Component) ,Ti 六 — 
阶 张 量 的 赣 变 分 量 。《 Contravariant Cumponent 》。 

可 见 矢 量 是 一 阶 张 呈 。 一 阶 张 量 可 用 式 (43*16c)、( A3164) 定 义 ,也 可 用 式 ( 42.36) 的 
不 变性 记 法 来 定义 。 从 式 { .4236) 可 见 , 矢 最 Y 的 分 解 式 对 任何 坐标 系 都 是 相同 的 ， 因 此 有 其 有 
坐标 变换 的 不 变性 。 用 (A3*16) 式 室 史 的 一 阶 张 盟 和 用 (42*36) 式 定义 的 -- 阶 张 量 是 等 价 
的 .上 而 我 们 看 到 由 不 变 起 (42.36) 推 得 (43916) 式 的 .- 价 张 量 定 共 ,局 样 我 们 可 由 (43167) 
式 的 定义 和 基 矢 的 坐标 变换 式 ( .43'10)、( A3'4) 推 得 式 (.42.36 ) 的 不 变 工 。 

同时 ， 我 们 把 坐标 变换 十 不 变 其 值 的 纯 量 函数 f(x，%?，…，Xx”")《 如 温度 、 密 度 ) 定 
交 为 霍 阶 绝对 张 量 ， 即 

fxly KE ey KD = fT CA3:17 ) 
现 将 一 阶 张 基 的 定 头 推 广 于 二 阶 张 量 。 在 # 维 空间 中 漆 ~ 个 量 T 在 任 一 华 标 系 中 都 可 用 


m: 个 量 Tii 或 Ti 或 了 ;确定 ， 在 坐标 变换 下 这 些 量 按 以 下 规律 突 换 ; 


Ti = pe BHT (A3'18a) 
Ti = Bi BiTs | ( A318b ) 
T= Pr Be TT, (A3:18c ) 


则 称 量 T 为 二 阶 绝 对 张 量 ， 而 TY、T4s 和 Ti; 分别 是 此 二 阶 张 基 的 族 变 分 基 、 协 变 分 量 和 湿 
变 分 量 《 Mixed Component )。 
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同 矢 量 的 不 变性 记 靶 (42.36) 式 一 样 ， 对 二 阶 绝 对 张 县 我 们 也 引进 不 变性 记 波 


T=T'igi:g; (A3'198) 
一 了 ,9791 (A3:1968 ) 
= 了 生生 《43"19c ) 


这 里 两 基 汞 之 间 没 有 运算 , 故 称 为 并 矢 CDyadic) ;而 这 种 不 变性 记 革 也 叫 艇 并 矢 记 鞭 。 同 一 阶 
张 量 情形 一 样 ， 二 阶 张 量 的 分 量 定 交 法 (43:18) 式 同 并 矢 记 法 定义 法 (43-.19) 式 是 等 价 的 。 
由 式 (43418) 的 定 忱 法 和 大 矢 的 坐标 变换 起 (A43:1)~(.A3*5) 可 推 得 不 变性 记 禧 (A43.19) 
式 ， 反 之 由 不 变性 记 法 (4 3:19) 式 和 基 矢 的 坐标 变换 式 (43:1)~(-43*5) 可 推 得 式 (43'18) 
的 分 量 定 交 法 。 

通过 庶 量 线 量 的 升 ， 降 指标 的 作用 ， 可 从 一 种 张 量 分 量 过 渡 到 另 一 种 分 县 。 事 实 上 由 式 
(42.15) 可 得 

了 = 了 397 = 79gay’, 


但 T= 了 ” .gg9's 
由 此 得 TS = Tg't, (AS'200) 
同样 可 得 TH =Thigiio | (A3206) 


这 说 明 各 种 不 同 分 量 之 间 不 是 相互 独立 的 ， 其 不 同 的 表示 法 是 非 本 质 的 。 
进 -: 步 推广 定义 于 议 防 张 量 。 一 个 量 T 在 任何 坐标 系 中 都 可 用 带 7 个 上 标 s 个 下 标的 
mn 个 盟 T 了 1...: 梢 定 ， 在 坐标 变换 时 ， 它 们 按 下 列 规律 变换 ; 
Ti =| By) BY ee BY Bre BT ( A3'21) 
则 读 量 T 为 + + s 阶 张 量 ， 而 14...1 为 其 r 阶 道 变 s 阶 协 变 分 量 。 其 中 为 张 量 的 权 ， 
r + s 为 张 量 的 阶 。 指 标的 上 、 下 是 非 本 质 的 ， 只 是 同一 张 量 的 不 同 表示 法 。 权 和 阶 相同 的 
张 量 称 为 同型 张 量 。g = 0 情形 称 为 绝对 张 量 ，g <0 情形 称 为 相对 张 量 。 
高 阶 张 量 的 不 变性 记 法 为 ， 
T=T 


= Ta ( Br va) Bi gi Pil gi ‘gs p19! 


= (Fin Br Bly BY eo BY BY | ) Gg “QedsY og 


=T N99! (A322) 
根据 张 量 的 定义 可 见 ， 诬 量 张 量 是 二 阶 绝对 张 量 ， 采 用 并 舌 记 法 
|= gg9'9’ = 09:79; = 09:9: 。 CA3'23) 
Eddingtoa 张 县 是 三 阶 绝对 张 量 ， 采 用 并 矢 记 法 
E = E909 = Engi9rgi 《43"24 1 


而 按 式 ( 43,11)，v 了 是 权 为 1 的 霍 阶 张 量 。 注 意 ， 对 权 不 为 霍 的 霍 阶 张 量 ， 坐 标 变换 时 要 
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改变 其 值 。 

由 张 量变 换 式 (43'21) 可 见 ， 著 一 张 量 的 全 部 分 量 在 某 一 坐标 系 中 为 稚 ， 则 必 在 其 它 坐 
标 系 中 也 为 零 ， 因 而 是 零 张 量 。 

车 互 换 张 量 分 量 某 两 指标 的 前 后 位 置 5 不 是 上 下 位 置 ) 后 其 值 不 变 ， 则 称 此 张 量 关 于 此 
两 指标 为 对 称 的 。 例 如 度量 张 量 即 为 对 称 张 量 ，g5 = 9 gb = gii。 

-车 互 换 张 量 分 量 某 两 指标 的 前 后 位 置 后 其 值 反 号 ， 则 称 该 张 量 为 关于 此 商 指标 反对 称 
的 。 例 如 Eddington 张 量 为 关于 任意 两 指标 反对 称 的 张 量 ， 即 所 六 = -所 5 等 。 

在 三 维 欧 氏 空 间 中 , 任 一 二 阶 反 对 称 张 量 与 一 矢量 对 侦 。 设 7 为 一 二 阶 反对 称 张 量 ， 
T= -Ti 则 与 它 对 偶 的 .矢量 为 ou = 。 S567 事实 上 将 三 阶 张 曼 协 变 分 量 和 二 阶 张 
量 道 变 分 量 的 坐标 变换 式 代 入 上 式 右边 ， 则 不 难 证 明 上 式 左边 ou 符合 一 阶 张 量 甸 变 分 量 的 
坐标 变换 律 。 

这 样 ， 由 张 量 T 的 不 变性 ， 推 出 张 量 分 量 的 坐标 变换 规律 ， 反 之 按照 这 些 华 标 变换 律 可 
推 得 张 量 T 在 坐标 变换 下 的 不 变性 。 


§1 张 量 代数 


下 面 介 绍 几 者 张 量 的 代数 运算 ， 其 结果 仍 为 张 量 。 若 为 曲线 坐标 系 ， 以 下 适 算 限于 在 定 
义 于 向 一 空间 点 处 的 张 量 之 间 进 行 。 
T 张 时 的 加 法 CAddition of Tensors ) 
两 同型 张 量 相 加 ， 结果 仍 为 同型 张 量 。 设 有 两 同 型 张 量 A= 9 Aji,gi9;9 和 B= 
wo Biiididig, 其 和 为 此 ， 则 
A+rB=yg “AG gg + wg Bi 9:9;:9 
= Ai +t Bi,) gg 


= CH gg9*= © (Ad'1lg) 
由 此 个 二 《 4441b ) 
妈 两 周 型 张 量 相 如， 只 要 糙 茶 同型 分量 相 加 即 可 。 所 请 同型 分 量 将 具有 同 阶 局 顺序 上 下 


标的 分 量 。 
任 一 二 阶 张 晤 可 唯一 地 分 解 为 对 称 与 反对 称 张 量 之 和 。 节 实 上 
TH =P TD) + (TH 7) 


3 。 
= 了 + 个 CA4'2) 
其 中 六 = 
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而 下 


i 为 反对 称 张 量 。 
五 。 张 是 的 外 积 《0Outer Product ) 


张 量 的 外 积 也 称 并 和 柔 。 任 意 两 张 量 & 与 B 并 乘 的 结果 仍 为 张 最， 其 权 与 阶 分 别 等 于 两 张 
量 权 与 阶 之 和 。 


AB= (A gg Bs! vo 9g: ) 


= AiB I 9 2g! 


= CD ‘999: C A4'30) 
由 此 9 = 和 + 中 3 
Cs!= A Bs! ( Ad'3c) 


即 其 反 相 加 ， 其 分 量 并 屁 。 
张 量 的 并 乘 与 前 后 次 序 有 革 ， 即 
BASAB, CAd"*4d ) 


五 张 量 的 缩 并 ( Contraction ) 


缩 并 运算 只 适用 于 张 量 的 混 变 分 量 。 若 混 变 分 量 的 一 上 标 与 一 下 标 相同 ， 则 对 该 重复 折 
标 求 和 ， 所 得 结果 为 阶 次 低 二 阶 的 张 量 。 例如 三 阶 张 量 4;;* 对 j 与 尾 指 标 缩 并 ， 即 令 尺 = 
i ， 得 一 阶 张 量 8; = 4ji。 事实 上 ， 因 导 关 为 张 量 ， 故 满足 变换 律 


A '=p', A &! Ai 
现 令 h' = 让 得 
Aupi! = Pi Bi Aiit 
一 Bi 6 人 


= 看 ;4 〔《 .dd4,59 》 


可 见 缩 并 结果 为 阶 次 低 二 阶 的 张 量 。 
营 上 标 与 上 标 ， 或 下 标 与 下 标 缩 并 ， 结 果 不 再 是 张 量 。 
用 并 锋 记 法 时 ， 上 上 标 i 与 下 标 了 缩 并 可 看 成 对 并 矢 中 的 基 矢 9 与 9 作 点 积 ， 而 gi， 9 


= 81。 对 进行 缩 并 的 张 量 T 采 用 记号 T， 例 如 下 式 为 T 张 量 对 指标 和 s 缩 并 
的 站 -一 (人 
T= TH 9 9g"g'9! 
=Tih 0 0d 09 
=Tiitrn 9 “9:g49"g! 
之 4 


=sity G9:9.9'9: =$ (《 44.55 ) 
采用 笛 卡 尔 华 标 系 时 ， 因 上 、 下 标 没 有 区 别 ， 全 部 写 为 下 标 ， 均 张 量 分 量 下 标 与 下 标 缩 
并 的 结果 仍 为 张 基 。 
区 张 量 的 内 积 《 lnner Product ) 
省 两 张 量 在 并 乘 的 过 程 中 ， 一 个 张 量 的 上 标 (或 下 标 ) 与 男 一 个 张 量 的 下 标 ( 或 上 标 ) 
进行 缩 并 ， 则 得 到 一 新 张 量 ， 其 阶 次 为 两 张 量 阶 次 之 和 减 一 ， 此 运算 称 为 内 积 。 
例如 在 并 乘 A"" Bi: 中 设 m 和 r 缩 并 ， 得 
Cs = dm (44*6c ) 


用 并 矢 记 法 时 ， 内 积 是 两 张 野 丰 矢 间 的 点 积 ， 并 记 为 


AB=( A" gg gg By 0 gg:9') 
= A"" Bi Ot Gs 9 


=C" ,a 1 ggg! CC A465) 


著 点 积 是 在 两 张 量 相思 的 两 基 矢 间 进 行 ， 即 如 上 便 的 ,与 9 间 进 行 ， 则 记 为 A.B， 即 
A'B=(A" Vg gg) "VG "9'g9.9') 


= A""B," Ogngg’ 


= Cn 0 + gng: 9 CAd7) 
两 矢量 的 点 积 是 两 张 量 点 积 的 特例 。 
营 两 张 量 的 两 对 相 邻 菇 笑 同 时 进行 点 积 ， 则 记 为 
下 :日 = (Ai 9 89 全 WB? rs Vg 9,999") 
| 
= A Bt yt 
《448 ) 


= 人 Pr YO (1+)g:g;19'9’ 
例如 ， 线 弹性 应 变 比 能 二 ce 可 看 成 应 力 张 量 " 和 应 变 张 量 # 的 双 点 积 之 半 ， 邵 


1 人 《 Ad4.9 ) 
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b=T'a ={(Ti,g:9: ) (cg (A4'100) 


中 = (440 ) 


这 时 T 起 着 线性 变换 的 作用 ， 也 称 仿 射 变 换 ， 而 T 称 为 仿 射 量 。 
V。 张 量 商 律 (Quotisnt Rule) 
两 张 量 的 并 葬 或 内 积 是 张 晤 , 现 问 ,车 在 每 一 个 坐标 系 中 均 有 类 个 的 一 组 其 A0i,j,), 它 


与 任意 张 量 B*! 的 积 仍 为 张 量 C,! , 即 
Ali,i, hk) BI' =C,! 
那么 A(i,j,h) 是 否 张 量 ? 只 要 证 明 当 坐标 变换 时 A4(i,j, 有) 按 张 量变 换 律 紧 换 即 可 。 
证 明 ， 在 新 坐标 系 { x' } 中 有 
(人 Bir 7 = Cau!’ 


由 此 得 AC1 ,1 hk’ Bi Ps’ BY Br'= Bi, BIC!= Pr, Pr ACisjs RY) Bs 
或 [AC ,7h ) By, 1 pi, AH BB,:'= 0 
由 于 Bj*! 为 任意 张 量 ， 故 得 


Ati’ ,I sk Bi!, Pe’ = pi,ACi, j,k) 
两 边 秉 B7” AP 得 
A ,fh Or 01 = Bi, pr” Bi, ACi, j, hk) 
或 Ali’, m,n ) = pi, Ar” “(i je) 
可 见 分 量 A(i，j，) 按 二 阶 协 变 一 阶 逆 变 规律 变换 ， 因 而 A 和 1f，j，) 为 三 阶 张 量 的 二 阶 协 
变 一 阶 道 变 分 量 。 
今后 将 经 常用 张 量 商 律 来 判断 基 组 量 的 张 量 性 质 ， 而 不 必 每 次 去 证 明 某 组 量 是 否 符 合 张 
量 的 坐标 变换 规律 。 


现 采 用 抽象 记 靶 。 设 A 为 张 量 ，B 为 任意 张 量 ， 则 者 
BP =A, 或 PB=A, 或 B.P=A， 或 


BA, 
岂 $ 为 张 量 。 也 即 车 某 量 P 与 任意 张 量 并 入 或 内 积 后 食 为 张 量 ， 则 中 作为 张 量 。 
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Er ri 


85 ”Christoffel 符 号 与 张 量 导 数 


设 在 5 维 空间 某 区 域 中 各 点 处 定 闵 有 张 量 
T= Ti 9 gi iY gl (A5.1) 
一 妇 地 说 ， 它 是 案 间 让 位 置 (和 时 间 的 函数 。 阁 因 定 时 间 ， 研 究 纺 晤 场 随 空 间 点 位 置 变 
化 的 和 情况， 就 要 研究 张 量 的 导数 。 
首先 注意 到 ， 张 量 协 变 和 逆 窑 分 量 对 坐标 x' 的 偏 导 数 不 再 是 张 量 的 分 量 。 设 有 一 阶 张 量 
道 变 分 量 了 52i)， 由 张 量变 换 律 有 


Ti Tx) = Th 


Bxh ? 


对 坐标 好 7 求人 痪 导 可 得 
87 - 2T® , Ox” Di 0 TOX 0X” 
Bx Bxr Bx Ox: BxtBx” Ax" 


藻 碳 边 第 一 项 为 零 ， 则 97; 就 是 一 阶 业 县 的 混 变 分 量 ， 这 只 在 洗 卡 尔 坐 标 系 下 才 成 立 。 对 一 


般 曲 线 坐标 系 ， 因 为 有 过 a 0 ， 张 量 分 量 的 偏 导 数 就 不 再 是 张 最 的 分 量 。 这 给 张 最 的 运算 


带 来 不 恒 。 我 们 希望 对 总 量 方程 玉 导 的 结果 仿 是 张 重 方程， 为 此 必须 定义 一 种 称 为 协 变 导数 
的 微分 运算 ， 使 张 量 分 量 的 协 变 导数 仍 是 张 量 。 
TI 。C&hristoffel 符号 
先 求 基 秋 的 导数 。 基 矢 的 导数 仍 为 矢量 ， 可 将 其 写 为 
a = Thsg; =T mn (A5.2) 


这 里 ,Tw 和 TT 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Christoffel 符号 ， 以 下 简称 为 C 符 号 。 有 的 作 
A 


3g。_ ar -9 ff8 -8。 A5.3) 

dx" dx" fr ) Ox™ \ OX" ) Ox" 人 3 

可 得 Ths = Tham (CAS:*do) 
[my = nm C A545) 


， 即 第 一 类 C 符号 关于 前 两 个 下 标 对 称 ， 而 第 二 类 人 C 符号 关 下 两 个 下 标 对 称 。 
为 求 太 wj 和 了 5， 和 将 度量 张 量 对 坐标 求 偏 导数 ， 并 记 住 式 (.A4 3"10)， 可 得 
Eg: 39m 


gn» - 6 (gm * 日。) = gm "e+ 


Bo Bx Bi + 9 


=T,;s 9: * gm+l mihg’ "gn 
= ont nin { ASS 了 
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er EH et 


铂 环 置换 下 标 得 


Ogr 


日 了 
Bh = Tm 十 工 yn 


将 上 两 式 相 加 ， 然 后 减 去 式 ( 扫 5"5) 即 得 
Ton; = 1 ( 2 + gn -gs ) CAS5:6 ) 


2 Hx” oxi 
即 第 一 类 CC 符号 基 度 量 张 量 偏 导数 的 消 数 。 将 式 (445:2) 点 积 剖 得 
TR, = gi kD, (AS'70g) 
将 式 CA5:6) 代 入 上 式 即 得 第 二 类 CC 符号 的 表 夺 式 | 
人 ) iat 
洪 将 臣 (45'2) 点 积 gs 即 得 
Tnngk =T hngin 《45"8 ) 


由 式 (45*7a? 和 (45 8 ) 可 见 ， 可 通过 度量 张 盟 升 降 C 符号 的 第 三 个 指标 。 
虽然 C 符 号 可 道 过 度量 张 量 升降 第 三 个 指标 ， 但 它 不 是 张 量 的 分 量 。 事实 上 通过 计算 


869m 不 难 求 得 下 ws 的 坐标 变换 律 为 


PE 


Tmt = 


] { Or , Ogmr's -ago ) 
2 OX™! xy" 局 有 


BXT Bx? Ax" BX? Dx 
一 wo 昌 Br 站 Fstl asr 二 1 站 了 ea CA5* 9 y 


可 见 攻 yo: 不 服从 张 量 分 量 的 华 标 变换 律 。 
现 求 逆 变 基 矢 的 偏 导 数 。 出 入" 和 = 让 得 ; 


gin " Qi + gi" Qn = o 
奶 和 1 中 所 规定 ， 下 标 “82 家 对 x 求人 篇 导数 。 由 上 式 得 


Gr" gk= gg = Tg 


一 一 i, 9 
由 此 即 得 5 = Tg'e (45.10 ) 
例 5.1 证 明 [Is = rinv ( A5110) 
、 0g _ 39 ,Ogir oy 
证 ; Bx™ gir Ox™ 
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得 由 我 C41+22) 及 (4 2+17) 有 


a jr 

次 = O00! Cs) 
将 (58 ) 代 入 (a ) 式 ， 并 注意 到 式 C45.5) 和 (A 5:79) 得 

Og jir ， 

Bs = 9 Dair 十 Pnri) 

=g 《T+ 了 1 =29 了 is，( 对 ;来 和 } 
1 -1 B89 _ 8 ,1 7 

或 1 2 BX™ DX™ inw3 
由 此 《45.11) 式 得 证 。 由 式 (A45.114) 我 科 可 得 

av = gri, (A5.116) 

Bx 


例 5,2 求 正 交 曲 线 坐 标 系 中 CC 符号 的 表达 式 。 
对 正 交 曲线 坐标 系 ， 我 们 有 当 关 六 ) 时 95 9 0 及 390/ gf 由 此 不 难 求 得 
第 一 类 和 第 二 类 人 符号 站,s 和 T” 之 值 。 


T=1 (2 + 0. 20 ) = 09; (45,126 ) 


2\Bx xi dw’ 2 Bxi?’ 
2 了 了 
Dir = ~ 地 J， (CAS:126 ) 
1 dg; , 
1, = 2 a 。 CA B12c) 
认 上 三 式 对 I 不 求 各 。 当 i 全 7 ， 大 种 不 相间 时， 
lis 0 (AS'l2d ) 


利用 式 (A45+70)， 我 们 又 可 由 (4 5*12) 诸 式 求 得 ， 
Py!, =9"iT 了 ja 《对 由 求 和 ， 对 i 不 求 和 ) 


= 


gi; 
-1 ,0 -9 1 "(A5'134) 
25 BXi , x: "Vg ， 
了 Tj 《对 了 和 不 求 和 ) 
2 1 .dg (A5'13b) 
2058 OX* 
i 1 ,97 C4 5:13c) 
i gi Oxs 
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- ne panaegsurarr 一- 


DT = (A5'13d ) 
I 。 协 变 导数 ( Covariant Derivative 》 
现 些 矢量 Y 对 誉 标 xx 的 偏 导数 。 设 有 矢量 场 


VY =vig;= v9' 《 4514 
2aY au ， 各 gg; 
| .oY > - 1 
利用 式 tA5:2)， 上 十 式 代为 
OV _ du 上 
Bi 7 By gitvuiT gs 
四 
(rt) rr 


式 中 Vo* 为 矢量 4 在 坐标 线 切 线 方向 之 分 量 ， 称 为 一 阶 第 这 分 量 w* 的 协 变 导 数 。 
Vv oT (45.155 ) 


利用 式 (45*10) 由 (4 5*14) 式 的 第 二 等 式 我 们 同样 可 得 
ay _ 0 ,sy 69 


xi Gx/ "Bx 
= vr gs 
EUR 二 ， 
(各 ug 5 (A5160Y 


式 中 ws 为 矢量 -3 在 族 变 基 舌 9 方向 《在 三 维 空间 梢 况 妈 为 坐标 面 之 站 线 方向 》 上 之 
分 竖 ， 称 为 ~… 阶 协 让 分 民 0i 的 协 变 导 娄 ， 


i, = of 。 (A5:166 ) 
有 的 作者 将 协 变 导数 的 运算 符 “Y;” 用 一 紧 加 下 标 “1;” 表 示 ， 即 Vi 和 v4 分 别 表 为 
v*| ;和 Iv,] ,。 
在 入 卡尔 坐标 系 情况 下 ， 因 9 =5;，T 了 Disw = 本 站 = 0， 故 普通 偏 导数 即 为 协 变 导 数 。 而 在 
由 线 举 标 系 下 ， 两 者 如 不 同 。 
可 以 证 明 ， 玉 ;0 为 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 ， 而 了 ,0° 为 二 阶 张 量 的 混 变 分 量 。 事实 上 


a 1 
oo 
_ By 日 区 一 后] 
”了 Buf Widigd pu 
或 Vadvpg’) = Vi bg = Yip Po9” ， 


由 {97 的 线性 独立 性 即 得 
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WV erypt = 4 Pir ,vu (AS51760) 
局 样 可 证 Var = fit BY Wav {A517b) 
可 见 六 ,vy 和 YW ivi' 浇 足 二 阶 张 量 分 量 的 奉 标 变 挽 律 。 
显然 矢量 -3 不 是 张 量 ， 而 


YY¥ = 9 iV Qigi= iy gi9' {A5*18) 
才 是 二 阶 张 量 ， 并 称 之 为 尖 量 ¥ 的 绝对 微 商 。 式 中 
=0 ， 
=9 5 CA5*19) 


为 Hamilton 算 子 。 
可 将 菜 笑 量 之 绝对 微 商 之 运 党 蕉 广 于 商 阶 张 量 TC 见 式 (4451) ) 并 称 
gi.9 ， 
VT eg’ ax (A5'20) 
为 张 量 T 的 绝对 微 商 。 不 难 证 明 Re 记 佳 侄 标 变换 时 张 量 T 的 不 变性 ， 则 有 
一 DX’ re FF rr 间 
9 ‘jn T= pg rT" Fx 二 Hr prig a 
ja Te or . 
= 0g 07T= 9 arT, CA5'21) 
由 此 证 明了 YT 在 坐标 变换 时 之 不 变性 ， 因而 是 张 量 ， 且 为 比 全 高 -- 阶 的 张 量 。 现 求 绝 寻 微 
商 FT 了 的 分 其 
YT- g's T=9 rT Yigg eg!) 


一 了 一 一 - 4 fe i ose iF 
9 | so kr gg 9 


tT -vg Hg + 


i 
. 1 
Py wo -HH -了 “全 gf 二 gg9 ] } 
利用 式 CA5:11by、(A5: -27 和 (45 1 10)， 上 和 式 化 为 
YT = { © TD TE TO tT re Tt 
Dx 
十 开 -iT i,, aal 


_T,t Tes J gg gg 


TN 0 (CAS'220) 
式 中 
TI = Br Th DDT ,al 
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rr a 


十 TT 十 se 十 下 本 


-TAT rg, © AB'226 ) 
为 张 服 9T 的 分 量 ， 称 为 T 的 分 量 了 i;.,,; 的 执 变 导数 。 由 式 《45'225)》 可 见 协 变 导 数 ， 
Ti, 由 以 下 儿 部 分 组 成 ， (1) 张 量 分 量 对 举 标 x" 的 偏 导 数 ，« 2 ) 包 含 权 的 项 ，( 3) 与 
张 基 上 标 辐 数 日 的 补充 项 ， 为 上 符号 与 张 量 分 量 的 乘积 取 正 号 ， 每 一 项 将 张 量 分 量 上 标 之 一 
赫 换 为 求 和 指标 3 ，( 4 ) 与 张 量 下 标 同 数 日 的 补充 项 ， 为 C 窒 与 了 张 最 分 量 的 乘积 取 负 号 ， 
一 项 将 张 昌 分 量 下 标 之 一 替换 为 求 和 指标 人 
可 用 度 基 张 重 将 求 协 变 导 数 的 指标 上 升 而 称 之 为 递 变 导 数 。 因 此 , 张 量 分 量 六 ”2 的 
逆 变 导数 为 


TO VTi i, (CA5.23) 
度量 张 量 9 和 8 的 协 变 导 数 为 零 。 按 式 (45'226) 有 
Wp = rik k 一 gp 也 Cc) 
但 由 式 (A45.5) 有 
5 二 二 
将 上 式 代 入 {1c ) 式 即 得 
AD (CC AS:*2do ) 
辐 样 可 证 wagii= 0 CAS5.940) 
Eddington 张 量 E 0 和 Eis 的 抄 变 导数 也 为 党 。 注 意 到 由 式 C42.30) 和 (A5'115) 有 
一 TT 
OE eiuk 2 (二 )= 9 
2 ax ”WA 9 Bx" vg 
= Ei, (Cd) 
则 得 TE = 2 EP EMT ENT 


上 式 中 s 为 求 和 指标 ， 忆 i 二 j 夺 衣 到 i， 则 右边 后 三 项 中 的 8 只 能 分 别 取 i 了， k 之 值 。 贝 此 得 
VE We OE + ETH+ Tit TY 


_ 2EHs 


= A T+ 
er 十 友 


二 
= 0 (CAS5'250) 
间 样 可 证 VrEis= 0 (A525b ) 
未 张 量 分 量 协 变 导 数 的 运算 规则 列举 如 下 ， 
《1) 设 a 和 户 为 常数 ， 则 | 
aA t+BBiin) =av A +BY Bi . (A5:26) 
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《2) 设 Cs= .AiBs， 风 
TVOC To 
= BaveAir A YB (A527 ) 


事实 上 TANBY) = a (ASB + BT TBT -LT 
_ 人 di; 可 i i i i 8 5 
= 8B,( Gr A Tt AT, )+4 (BT ) 


=Be vrAit A .B, 
( 3 ) 指 标 缩 并 和 求 协 变 导 数 的 先后 次 序 可 以 互 换 。 事 实 上 ， 若 先 求 协 变 导 数 ， 再 缩 并 ， 
则 由 式 (45*27) 得 VAWB) = BVAt+tAtYB, 
若 先 缩 并 ， 再 求 协 变 导数 ， 则 得 ; 


TALB,Y = ge CASBiY+ A BT,! 


ik 


= A + Bo t+ ADT + A BT ~ ASBiT sr 


At (S04 BT: ) ， 3, (2 +4eTi+rA4eTe ) 


= A B+ Bow rit 

《4 ) 在 求 协 变 导数 时 ， 庶 量 张 量 95 、92 和 Eddington 张 量 可 视 为 常数 一 样 ,可 移出 协 变 
导数 运 利 符 之 外 或 放 入 协 变 导数 运算 符号 之 内 。 

于 ， 张 量 方 名 . 

张 量 方 穆 是 同型 张 量 或 同型 张 量 分 量 之 和 等 于 堆 的 等 式 。 张 量 方程 必须 满足 方程 中 所 有 
各 项 物理 景 纲 与 指标 景 岗 的 一 致 ， 即 惧 每 .一 项 必须 有 相同 的 张 量 转 征 。 出 二 同型 张 量 之 和 仍 
为 同型 张 量 ， 则 张 量 方程 就 归结 为 某 张 量 等 于 零 ， 或 此 张 量 的 所 有 分 量 等 于 零 。 利 用 张 量 的 
重要 特性 ， 即 老 张 最 的 所 有 分 量 在 一 个 坐标 系 中 为 零 则 它们 在 所 有 其 它 坐 标 系 中 也 必 企 为 
零 , 我 们 只 要 证 明 张 量 方 程 在 一 个 坐标 系 中 成 立 , 则 必 在 所 有 其 它 坐 标 系 中 成 立 。 这 是 张 量 方 
程 的 重要 特性 。 利 放 这 一 特性， 我 们 只 要 看 -一 个 坐标 系 例如 笛 卡 尔 坐 标 系 中 推 得 描述 某 自然 
规律 的 方 释 ， 然 后 将 其 转化 成 张 量 方程 ， 就 能 适用 于 所 有 坐标 系 ， 而 不 必 针 对 每 一 个 坐标 系 
重新 推导 反 炭 此 自然 规律 的 方程 。 当 然 ， 我 们 也 可 在 任意 曲线 坐标 系 中 直 楼 推导 张 量 方程 。 

由 于 在 箔 卡尔 坐标 系 下 ， 协 变 针 数 即 等 于 普通 导数 ， 因 此 我 们 可 在 第 卡尔 坐标 系 下 推 学 
反映 某 自然 规律 的 方程 ， 然后 适当 移动 备 项 指标 的 上 、 下 位 置 ， 使 各 项 保持 指标 量 纲 的 一 
致 ， 但 将 其 中 的 偏 导 数 换 成 协 变 导 数 ，6.;/、65 和 5; 分 别 换 成 讼 量 张 量 gi;、g*i 和 9g; ， en、 
e'ib 分 别 换 成 Es、E'1*， 基 笑 |,、 十 换 成 8，9'， 这 样 就 将 笛 卡 尔 坐 标 系 下 的 方 各 换 成 了 张 
量 方 种 ， 因 而 可 适用 于 任何 坐标 系 。 

下 面 举例 说 明 这 种 推导 张 量 方程 的 方法 。 第 卡尔 坐标 系 下 之 平衡 方程 为 

oiit+pfi= 0, 
化 成 张 量 方程 为 
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-一 TT hy te A TT nL ram 


YAGTt+PP=0。 ( 4528) 
笛 卡 尔 坐 标 条 下 之 Laplace 方程 为 
$= 0, 
化 成 张 量 方程 为 
VV B= 0 ( A529 ) 
笛 卡 尔 坐 奈 系 下 之 旋转 量 表达 式 为 
curlA = @;;di, 1, 
化 成 张 嫩 形式 为 
carlA = EY A ( A530 ) 
笛 卡 尔 坐标 系 下 的 Navier 方程 为 
PR t+ (CAT uss ai + PF = Pa 


化 成 张 量 方 程 为 
HVEV I tAT HG VV +o = Pa'。 CC A531 7 
TY . 张 量 的 物质 导数 
设 有 一 过 续 牺 质 域 2， 吕 中 任 一 质点 已 的 空间 坐标 ， 即 质点 在 计 瞬 时 的 位 置 以 关 表 之 ， 
xi 二 天 《45932 ) 


为 了 识别 一 个 质点 , 我 们 可 取 + = 如 瞬时 质点 的 坐标 工作 为 标记 质点 的 物质 坐标 ， 它 是 不 随 
时间 变化 的 。 任 一 张 量 T 可 写 为 质点 物质 坐标 和 时 间 的 销 数 


T=TX', f), CAS'33) 
称 为 物质 描述 。 也 可 写 为 质点 空间 坐标 和 时 间 的 函数 
T=T(x:, +), (A5:34) 


称 为 空间 描述 。 在 式 (45.33) 和 (45.34) 的 右边 的 阔 数 用 同一 个 记号 ， 但 记 住 它们 具有 不 同 
的 函数 形式 ， 这 点 … 般 不 会 引起 混 请 。 
张 量 

T=Tonrw 8 99949: 《5.35) 
的 物质 导数 是 保持 物质 坐标 X' 不 变 下 对 时 间 + 求 导 数 ， 它 反映 的 是 T 在 某 质 点 处 的 变化 率 ， 
以 符号 如 Tj/Di 表 之 。 设 T 采 下 空间 描述 《 式 (45.34))， 则 

DT 8 aT dx , 

Dr Br + Be dr C43°36) 
这 里 %" 是 在 X" 保 持 不 变 下 和 “对 时 间 求 导数 ， 为 质点 的 速度 9。 根据 式 (-45*20) 和 (45*220) 
有 


B= Tih Vg ggg 9 (45.37 ) 


式 (45,36) 右 边 第 一 项 是 在 宝 间 坐标 保持 不 变 时 对 时 间 求 偏 导数 ， 它 描述 空间 某 点 的 张 量 T 
随时 间 的 变化 事 ， 称 为 当地 导数 。 而 第 二 项 是 物质 导数 的 迁移 部 分 称 为 迁移 导数 ， 它 是 由 不 
均匀 的 张 量 场 TCx'， +4) 中 质点 的 运动 3| 起 的 。 

将 武 (45.35) 和 (45.37) 分 别 代 人 式 ( 45.36) 石 边 的 第 一 项 和 第 二 项 中 得 
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DT _ eT r iy my 
= (5 VT wg;g1g*9! 


Di 
DT 一 -| | 
= 9 gg (45.38) 
DTii ti F . 
起 中 pr = 2 + 0 YTips ( A539) 


称 为 张 量 分 重 了 5 的 物质 导数 。 
现 举例 说 骨 式 (-45.38) 和 (45,39) 的 运用 。 质 点 的 加 速度 a 等 于 项 点 速度 V 的 物质 导数 。 
采用 空间 描述 时 有 ， 


Dt at Dx" 
二 + V0 ) 9, 
上 Di 0 [i Ey D 
=- (和 + Bur Te 3: 
d ' PT 
= (+voT!,) 9 (5406 7) 
由 此 得 加 速度 的 逆 变 分 其 为 
:Do dr opi , 
Qi = Dr” di + ouruT ,i (A5:405 ) 
上 式 石 边 第 一 项 等 于 
dy Ov | yr Oo (A540c) 


dt a dx 
是 由 质点 的 巡 庶 分量 随时 间 的 变化 引起 的 ， 而 省 边 第 二 项 是 由 坐标 线 的 弯曲 引起 的 。 
同样 可 得 加 速度 的 协 变 分 县 为 : 


_DY /au ; ; 
i) 

= pi 7 G0) 一 让 

= at 1™ oo )9 

二 dv; r . i 

= (SE vl!, )g', (A54ia) 
由 此 得 qi = 5 一 下 De (A5'41b) 
du;, _ Av; + Oo ， 
式 中 = ET 十 也 Br (541c ) 


现 求 张 量 分 量 林 积 分 的 物质 导数 。 设 诗 瞬 时 物质 域 凡 占有 体积 大和 界面 ?， 在 上 解 时 张 


县 分 量 T 1 ;1 的 体积 分 以 了 表 之 
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1 = | Taudp。 ( A 5d2) 


在 t+ 才 肇 时 ,物质 域名 移动 到 新 位 置 ,并 占有 体积 广 ' 和 
界面 3^( 见 母 A1), 而 这 时 体积 分 {有 了 增 量 4 了 T。 此 增 量 
由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 矿 和 六 ' 占有 的 公共 体积 六 ,中 张 
量 T'isi(x i 如 随时 闻 的 政变 引起 的 ， 另 一 部 分 是 当 物 质 
域名 由 亚 移 动 到 三 时 体积 的 改变 引起 的 , 设 * 玫 物质 界 和 面 
宁 上 的 质点 的 速度 ,为 界面 之 单位 外 法 厂 矢 量 , 则 诛 体 
积 的 改变 为 YAt ds， 和 忽略 高 阶 小 量 可 得 


IT- 一 和 Ltd y+ | Tiorp Af ds 


图 Al 物质 域 的 移动 


取 极 限 、 得 张 量 体 积分 的 物质 导数 为 


oT . 
下 d+ | Ty ds ( A543) 
利用 Gauss 定理 将 上 式 的 面积 分 化 为 体积 分 后 得 
| 他 SKY ) J]ar (AS'd440) 


” 和 [让 + Vor Jady 
-| DT ye ar (A5445) 
厂 


式 (A5r43)、(A5+44q) 和 (A5 以 邮 ) 是 采用 空间 描述 时 张 量 分 量 了 入 ,1(xi， 台 的 体积 分 的 物 
质 导数 表达 式 的 竺 种 形式 。 


86 Riemann- Christoffel 张 量 、Riemann 空 间 和 Euctid 空 间 


TIT，Riemann-Christoftel 张 量 

和 协 变 导数 与 普通 导数 之 间 最 明显 的 区 别 在 于 作 多 次 求 导 运 算 时 ， 一 般 伐 米 其 求 导 结 果 与 
求 导 次 序 有 关 。 

现 求 矢量 苏 变 分 量 的 二 阶 协 变 导 数 


VivB, 三 站 (VB) 一 TY 有 一 了 wan- 
Bl rs 


pi _ nOBn _ ba 8p, _ 下 + 
Tn Be TI 2 -Tv ,) 


258 


= 0B - Ps mBn -Tr ng 也: 
Ax! ax Bx' "Bx™ 
a rr 
-Br -THT Torr,) (46:1) 


对 换 上 式 求 导 次 序 ， 即 对 换 上 式 中 指标 3 和 + 的 位 置 ， 然 后 相 城 ,利用 e 符号 的 对 称 性 可 得 
Www 《46.2 7) 


式 中 Rh = PH sr Tat POTS DAT? ( A6. 3a) 


根据 张 量 商 律 ， 此 为 四 阶 张 量 的 分 量 ， 称 为 Riemann-Christoffel 张 量 ， 以 下 简称 为 R-C 张 
量 ， 其 分 景 只 与 度量 张 量 有 关 ， 
沿 将 指标 p 下 移 ， 得 


Rarst = pm rs 


= CR go + To Tn Fr Ts (A638 ) 
注意 到 式 (A5:5)， 则 


gua Tr = 0 (gnT my Finegan 


Bx 3 + Em f Bx 站 
=-2 Ti Th Ts +Tion) 
Ax” rip 了 吡 重男 许仙 
将 上 式 代 入 式 (0) 得 
、 Rprat = rT 2 LT,s» 十 下 六 Fypim™ TT psm 《 AB*: da) 


将 ,tp 和 Ts 之 表达 式 和 代入 上 式 右边 头 两 项 ， 上 式 化 为 


-了 工人 gp | Pgr: Ogre - Og: ) 
Fora Be 5 Ox'Bx Bx' Bx 


+o" "Tn pa — TrinT pss) | ( A db ) 
由 式 (.46445) 直 接 得 到 只。 的 下 列 性 质 ， 
( 1) 对 指标 p、r 反对 称 ， 对 指标 5 ， 上 也 反对 称 ， 即 


Rore ~ Rope, 《6250 

= 一 
《2 ) 对 pr 与 st 为 对 称 ， 即 

Rorst = Rrrprs CC AB'5b ) 
C3 Ror +t Rrr + Rpers = 〔《 .46.5c 7 
(4)p=r+ 或 s = + 持 其 值 为 零 ， 

Rrpss = 0, Rrst = 0 © AG'5d ) 


(5) 有 3 个 或 4 个 指标 相同 则 其 值 为 震 
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Ryrrr 一 Riprr 二 Rirpr 二 Rrrp 二 0 


并 pp o 〈《 .46*5e 1 
这 样 ， 不 为 零 的 相 异 的 有 Rt 有 以 下 三 类 ; | 


(1) hi; 有 CC: 三 BT -1 个 ， 
(2)Risr( 四 个 下 标 全 不 同 ?有 2Cx = 二 (" 1) Cn 一 2) (Cn 一 3) 个 ， 
(3) Ri 有 Cn 23= Fn- 1) Cn 一 2) 个， 
共 中 #4 为 空间 的 维 座 。 在 三 维 空 间 中 ， 不 为 零 的 Rijs! 的 个 数 为 
3 x3X2+0+- x3x2x1=6 
即 汰 亲生 的 下 烈 组 合 
1212, 1313, 2323, 1213, 2123, 3132。 
河 在 二 维 空 间 中 ， 则 只 有 ; x2x1+0+Q0=1 人 个， 即 避 as: 。 
道 过 直接 验证 可 以 证 明 R-C 张 量 存在 下 列 Bianchi 醒 等 式 


VaRin +t VaRim+ ViRinse 0 ( AG'6 ) 
I ”Riemann 空间 与 Euclid 空 间 
由 式 

dsi= gi da de { .467 ] 


确定 空间 任意 两 无 限 接近 的 点 之 闻 距 离 的 » 维 空间 称 为 Riemann 室 间 ， 并 以 符号 尺 , 表 之 。 在 
尺 , 空 间 中 ， 无 论 怎样 选择 坐 扶 系 ， 其 基 矢 组 { 9， } 是 逐 点 变化 的 ， 度 量 张 量 9 是 空间 点 位 
置 {x } 的 函数 。 困 而 C 符 号 与 R-C 张 量 场 不 为 零 ， 根 据 式 (46'2)， 矢 量 分 量 的 二 阶 协 变 导 
数 与 求 导 次 序 有 关 。 

若 在 空间 中 可 以 安置 直线 坐标 系 ( 仿 射 坐标 系 )， 其 基 矢 组 { 9; } 在 空间 各 点 处 处 相同 ， 
这 样 的 # 维 空间 称 为 Euclid 空间， 并 以 符号 EE, 表 之 。 也 即 ， 对 羽 , 空 间 而 言 ， 存 在 这 样 一 一 
对 应 的 变换 * = xi( 品 ) ,在 此 变换 下 , 座 量 张 量 941 = 9 一 2 2 为 常量 而 ds = gn dx 

六 

dx!。 由 于 常 系数 炬 阵 C341) 是 对 称 正定 的 ， 故 总 存在 变换 使 麻 量 张 量 矩 降 化 为 对 角 阵 ， 
从 而 有 


ds = fid y,, | (46*8 ) 
再 经 过 伸 纺 变换 dyi= vd yi ,就 得 到 笛 卡 尔 坐 标 系 中 钱 元 长 讼 平方 的 表示 式 : 
ds = 过 (6.9 》 


这 里 站 是 巨 , 空 间 点 的 笛 卡 尔 坐 标 ， 读 坐标 系 中 之 度量 张 量 9; = 1 = 6.1《 共 中 1 为 第 卡尔 举 
标 系 之 基 拓 ), 因 而 在 第 卡尔 坐标 系 中 (R-C) 张 量 的 全 部 分 量 为 零 , 根 据 张 量 的 重要 特性 ,在 E, 
空间 的 任何 誉 标 索 中 R-C 张 量 也 必 为 零 。 这样 ，R 张 量 为 零 是 空间 为 Euclid 空 间 的 必要 条 
件 ， 而 且 也 是 充分 条 件 。 根 据 式 (46'2) 可 见 ， 在 Euclid 空 间 中 ， 矢量 分 量 的 二 阶 协 变 导 数 
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与 求 导 次 序 无 关 。 

Euclid 空 间 可 安置 直线 坐标 系 ， 而 Riemann 空 间 具 能 安置 曲线 坐标 系 ， 因 此 可 形象 地 称 
Euclid 空 间 为 平坦 空间 ， 而 Riemann 室 间 为 弯曲 空间 、 有 曲率 的 空间 。 以 二 稚 空 间 为 例 ， 平 
面 是 容许 直线 坐标 系 的 ， 因 而 是 Euclid 空 间 ， 而 任意 曲面 是 不 能 安置 直线 坐标 系 的 ， 因 而 是 
Riemann 空 间 。 在 微分 几何 中 我 们 知道 R-C 张 量 就 反映 了 曲面 的 高 斯 曲率 ， 故 R-C 张 最 世 称 
曲率 张 车。 

显然 ， 二 维 Riemann 室 间 是 三 维 Euclid 空 间 的 子 空 间 , 那么 ,是 不 是 任何 壮 维 Ris 和 mann 罕 
间 忆 ,都 可 看 成 是 更 高 维 的 Euclid 空 间 瑟 wa) 的 子 空 间 ? 回答 是 肯定 的 。 

在 决定 子 空间 Rh 一 点 时 ， 可 应 用 某 种 曲线 举 称 系 1x' 1 ， 而 此 子 空间 中 的 点 在 En 空 
记 中 的 笛 卡 尔 华 标 他 !， ,人 属 是 Ci 和 人) 的 国 数 

本 YI x") 


y2? 三 Veewt!, wa 


ee ( 46.10 ) 
Fy Ss » XX) 
在 子 空间 中 无 限 接近 的 两 点 之 笛 卡 尔 华 标 莽 为 
dy' = idx 让 二 ee .CA6:11) 
% 二 1 TT » 1 
则 此 两 点 之 上 距离 平方 为 
ui OF’ Ay 
2 id yi 0 OF hdd yl 
ds = dyidy xk a Ge 
= gidwerdx! 《 A6. 12°) 
式 中 -990% ly mm 46。 
人 A 一 了 开 ， ooeeas 。 天 (4613) 
是 否 可 确定 一 个 数 扩 及 名 个 国 数 六 (全 6113) 


成 立 ? 其 中 负 : 看 成 是 癌 的 已 知 国 数 且 适合 对 称 条 件 gu = 814。 由 于 对 称 性 ， 式 (A6+13) 共有 
二 9C8+ 1) 个 方程 ， 而 未 知 国 数 关 (27 有 六 个 ， 故 可 期 饪 当 人 = nn+1D 时 方程 (46+13) 可 


解 。 由 此 可 见 ， 站 维 Rismann 空 间 员 ,可 放 和 到 = > ntn+1) 维 Euclid 空 间 En 中 。 例 邵 太 R; 空间 


可 放 入 EE; 空 间 中 ， 而 局 空间 可 坡 入 记 6 空 间 中 。 


87 ”微分 算 子 和 积分 定理 C5 11 J《 59 ] 


I 向 分 算 于 
下 面 列 出 几 种 用 微分 算 子 定 久 的 一 或 运算 。 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ， 标 量 % 的 梯度 与 Laplace 
运算 及 矢量 Y 的 散 度 与 旋 度 分 别 为 
gradd = (2.@, CC AT:1) 
Vib=00¢, CAT.2) 
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ef A EE = tin ter er de Et Ee tT 


diyV= yi, 《47.3) 


CUTIV = ei stidivso { AT*:4) 
式 中 记号 3- 表 对 坐标 党 的 偏 导数 
= 日 时 里 
Br = pn | AF +5) 


将 上 述 定义 推广 于 一 般 曲 线 坐 标 系 时 ， 只 要 将 1: 换 成 g;，eijs 换 成 Ei 或 Ei，61 换 成 入，,， 
并 适当 引进 度量 张 量 9;j 或 gi 以 保证 指标 量 岗 的 一 致 即 可 。 于 是 得 曲线 坐标 对 下 标 量 外 的 梯 
度 与 Laplace 和 运算 及 矢量 Y 的 散 度 与 旋 度 的 定 艾 如 下 : 


radg= 日 看 = 有 8 《47.6) 
(标量 的 协 变 导数 等 于 普通 导数 ) 
Vd= giiVvivVig, CAT:7) 
div¥ = WU 《47.。8 ) 
curlV= EH iv CAT ,9a ) 
= Eg! QV rvs ( A796 ) 
引进 Hamilton 算 于 
Y= 0D. (CAT .10) 
并 将 其 视 为 矢量 ， 则 上 面 各 式 可 用 Hamilton 算 子 表 示 为 
gradg = T¢$ = 9 0.¢ (C A711) 
vipa yp =90.*90p=9 "9 Vp) 
= Vr(ap) CC AT.12) 
div¥= YY= gOV= gd VU = Vy € A7 ,13) 
curlV=VXV=9 XaN=9 XY = EgV 0, (A7+:14) 
将 上 述 定义 推广 十 任意 张 量 场 . 
Tr) = TH g YQ9*9! ( AT'15) 
得 gradT=TT= (YT 9 ”9 9919*9 AT.16) 
= 了 的 绝对 徽 商 ， 
divT= 9:T= 9 0T=9 "TT i 9 gg*9! 
= WT ig (A717 ) 


curlT=FxT=9x%0T=9 x VT 9 Wgg9*9! 
-gx TT ggg 
= ET Vg gigag C AT°18) 
ViT=Y"9T= 9"*8,(9.T) 
= g 8B(WTi 9 ”99*9') 
= g (VT 9 W999*9! CA7:19) 
”例如 ， 应 力 张 量 T 的 散 度 为 
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divT= gr VY rT, (A?7 .200) 
于 是 平衡 方程 可 与 为 (47.205) 
divyr +Af=0 
I 积分 定理 . 
以 下 不 加 证 明 好 列 出 几 全 积分 定理 。 设 生 为 某 一 空间 域 之 体积 ，.4 为 该 体积 之 办 面 (封闭 
曲面 )，Y 为 界面 之 单位 外 法 线 矢 量 ，8 为 标量 场 ，U 为 矢量 场 ， 则 有 梯 关 定理 、Gauss 散 席 定 
理 和 旋转 量 定理 ， 


C1) Ngraigdv ={ $yd4 (47:214) 

或 -| ， 
agar rrd4 (47 ,215) 
(2) | divaar= { uydd (AT 220) 
或 | idy = | upad A CA7 ,226) 
(3) | feanvar=[ xudA (AT :230) 
或 {eg vdr =| etapmgsdd CAT ,23b) 


设 4 为 一 不 封闭 的 曲面 ，$ 为 该 曲面 边 园 周 线 ，Y 为 曲面 之 单位 外 法 线 矢 量 ，Y 为 边界 周 
线 $ 之 切 向 单位 笑 量 ， 则 有 Stokes 环 量 定 理 


(C4) feu ydA= furads (47 ,240) 


或 | Ey vtdA= 中 Hirds (A7'24b) 
性 站 


$8 张 量 分 析 在 连续 介质 力学 中 的 应 用 


1 
一 TuAl 


下 面 简要 介绍 张 量 分 析 在 连续 介质 力学 中 的 某 些 
应 用 。 

TI， 应力 张 和 

采用 曲线 众 标 系 。 在 连续 介质 域 中 任 一 点 P 处 取 
由 三 个 坐标 面 、 一 个 任意 舍 斜 面 移 成 的 微 四 面体 长 
PPP,Ps, 旦 标 系 在 点 处 之 三 个 基 拓 9、9:、g 分别 
沿 四 面体 之 三 个 楼 边 PP,、PP,、 忆 Pi。 三 个 坐标 面 
的 外 法 线 方向 分 别 沿 逆 变 基 矢 银 、、g 的 负 向 ， 而 
侧面 PP;Ps 的 单位 外 法 线 舌 量 以 y 表 之 。 设 四 面体 
斜面 PP 上 之 应 力 矢量 以 T 表 ， 而 各 纵 标 面 上 之 应 图 42 ”四 面体 上 之 应 力 
为 分 别 以 -， 一 T，~T 表 ( 吉 负 号 因 这 三 个 面 为 举 
标 面 之 负 侧 ， 参 见 4:2"11 式 )。 设 以 44 和 di ，d.4:、d 4 分 别 表示 四 面体 斜面 和 各 坐标 面 
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也 
Tus; 


面积 之 大 小 , 则 由 四 面体 之 平衡 条 件 有 (体力 为 高 一 阶 的 微量 ， 咯 去 ) 


Ta4-Td4d， = 候 


(A8:1) 


为 求 得 T 与 T 间 之 关系 须 先 建立 四 面体 上 各 面积 矢量 dA 和 dkA 间 的 关系 。 由 (图 .42 得 


一 人 一 — re he 
2dA= PP,x P,P,= (PP,- PP,) x (PP, - PP,) 


= PP,x PP, + PP,x PP + PP, x PP, 
= 2dh, +2d +20A 
式 中 dAl、dAs、dAs 之 方向 分 别 沿 于 、9:、9s， 故 可 写 出 
dh, = dag!, Js = dag:, dh, = dasg’ 
将 上 式 代 人 人 式 (48*2) 得 
dA= daigi 
可 见 da, 实 为 和 拓 量 dh 的 协 变 分 量 。 和 由 (A8.4) 式 可 得 面 元 d 丰 面积 之 平方 
oA = giidada; 
可 见 逆 变 认 量 张 量 9 起 着 度量 面积 之 作用 。 


由 式 (A48: 少 可 得 坐标 面 各 面 元 矢量 dA 之 物理 分 量 ， 也 即 各 面 元 之 面积 dA; 


dA,=dav gi, 


注意 到 dA=dAY=dAy'g’, 
将 上 式 与 式 (48 "入 比较 可 得 
do,= ydA 


将 C48-8) 式 代 人 CA48:6) 式 即 得 所 求 的 面积 间 之 关系 ， 
dAi= vy vgndA 


将 上 式 代 人 式 (.A48'1) 得 
T= yo TT yr 
式 中 
Ti 二 vgnT 
注意 到 单位 外 法 线 矢 量 Y 之 协 变 分 量 w 为 
7 =Y¥*g: (48*12) 
部 得  T=Y'gTti=YT (48*13》 


由 于 T 和 Y 为 一 阶 张 量 ， 故 知 T 为 二 阶 张 量 ， 称 为 应 力 
张 量 

T=gT'= 7g,g; = Ti9ig; ‘A814) 
71j 为 应 力 张 量 的 二 阶 逆 变 分 量 ， 它 是 法 线 为 89 的 华 标 
面 上 沿 9; 方 向 之 应 力 张 量 分 晤 。 而 Tij 为 应 力 张 量 的 泥 


CAg2) 
{AB+:3) 
(Agr' 4) 


(CA8'5) 


(CABG6) 
CAB8'7 7) 


¢ A8'8 ) 


《 Ag'9 7 


《48*10) 


(A8*11) 


恋 分 量 ， 它 是 法 线 为 入 的 坐标 面 上 沿 g 方 向 上 之 应 为 国 43 应 力 的 张 量 分 量 


张 量 分 量 ( 匈 图 43) 
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a 


由 式 (48,13) 柯 得 
Tig; = p-Y "tiigg 
L_L，_j 


= .Tg; 
由 此 得 Ti= Ty . CC A815 ) 
此 即 曲 线 誉 标 系 下 Canchy 应 力 基 本 定理 。 式 中 7 了 i 是 外 车 线 为 站 的 面 元 上 应 力 笑 量 T 的 逆 变 
人 好 是 。 
利用 公式 T= yriigi; = pr: ， " (CA8'18) 
及 T 的 不 变性 ， 将 菇 中 的 7,，gjy 和 出 均 尼 为 物理 分 量 ， 


CE 


= pr i gi qi 
= (y ww 以 ri Sn) , 
我 们 就 得 到 应 力 张 量 的 物理 分 量 o"1 和 和 oii 
gil ei Sn ; { 48 170 ) 
GT Ys o C A817b) 


此 时 o*i 和 和 gi; 具有 应 力 的 因 次 ， 和 但 也 仅 在 正 交 曲线 党 标 系 下 ， 此 oi 和 o,;: 才 具有 我 们 通常 的 
正 应 办 和 前 应 力 之 意义 ， 且 有 vi; = oii, 这 点 只 要 记 住 在 正 交 曲线 坐标 系 下 i 站 1 时 91;= 9 = 
0 及 g'* =1/94i;, 即 易 证 明 。 x 入 人 

I， 应 变 张 重 

现 采用 拖带 坐标 系 { x*} ， 即 假设 
坐标 线 腊 入 物体 中 , 随 物 体 变 形 而 伸 缩 ， 
旋转 和 弯曲 ， 并 保持 各 质点 的 坐标 值 x 
不 变 ， 但 是 坐标 线 的 凡 规 密 了 。 汶 取 一 
关 结 于 空间 的 不 动 参 考 系 1 }， 质 
点 的 位 置 拓 么 自 该 系 原点 出 发 而 指向 后 
点 (图 44) 。 

设 变形 前 质点 的 位 置 天 答 为 中 

R= Ri , x x , 1,), 《48.18) 国 刀 4 拖带 坐标 系 
这 里 入 为 质点 的 拖带 伙 妹 。 变 形 前 的 华 标 基 失 为 

G. = OR CAg+:19) 


Bxi 


tl 
xr 


因而 度量 张 量 为 
Gj= Gi.Gj。 《48.20 1 


变形 后 质点 的 位 置 矢 径 变 为 
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ae 


T=r(x!l, ,ws, 1), C Ag.21) 


因此 蛮 形 后 的 坐标 基 舌 为 
-2 。 
9 一 Br ? {《 .8 22 ) 
而 度量 张 基 变 为 
3 一 站 "9gio (Aga.23) 


显然 ， 物 体 的 变形 就 反映 在 拖带 坐标 系 的 变形 中 , 因而 反映 在 度量 张 量 的 变化 中 。 注 意 ， 
虽然 华 标 值 x' 不 上 变 ， 但 坐标 系 发 全 变化 。 若 变形 前 的 坐标 系 以 1{**') 表 ( 基 矢 G1)， 变 形 后 的 华 


标 系 以 {Xi) 表 ( 直 和 g,)， 则 两 坐标 系 是 互相 关联 的 。 若 选 定 了 {*) 系 ， 则 {x } 系 也 就 定 
了 。 反 之 也 一 样 ， 两 者 只 能 任 选 一 个 。 


变形 前 之 线 元 为 dR， 
dR= OR dy = Gidxi (48,24 ) 
Bo 
则 变形 前 线 元 长 之 平方 为 
芝 si= 避 RdR= Gdxidxi ” (C8'25 ) 
变形 后 之 钱 抑 为 dr， 
dr = -fr dxi= gidxi， . C Ag* 26) 
OX 
变形 后 线 元 之 平方 为 
sz dr dr = gdxidxi, (C /A827 ) 
线 元 之 变形 可 由 下 式 度 量 
dsr— ds = {0 — Gdxdywi= 2Fidx'dxio C Ag.28) 
式 中 之 下 5 为 
本 (90 一 Ga) (48 29) 


它 为 天 因 次 量 ， 反 映 质点 邻 域 狼 相 对 变形 ， 是 二 阶 放 变 张 最 E 的 协 闷 分 量 。ii 的 张 量 性 质 
可 由 式 (48'"23) 及 张 量 商 律 得 到 ， 且 为 对 称 张 量 。 
考 以 4 表 质 点 的 位 移 ， 则 


y= uxi,1)= r-R (CAB .30) 
由 此 得 au -gg-G.， 3 
axi 
及 = 六 au {au | 
gain 人 (人 +G,) (区 +6;) 
二， .0u 2 .au ， (A8: 320) 
G+ Bi + 6 BX | Bx Bx 
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0 《483 中 ) 
由 此 得 [GG ,eu 
Fu lo ga +t Art Bor 名 ‘ A8330) 
二 1 - .ou ， au -一 au 中 ou | 本 
3 引 a 8 ] ‘Aa+336) 


~ | 
现 以 变形 前 之 构 形 (坐标 友 { x} ) 为 参考 构 形 ， 将 4 疝 变 形 前 之 基 矢 分 解 ， 得 


= 56, = .G1, ~ {Ag'3d0) 
uy 
= GaV i Gh sna 4 (A8+34D) 
将 (48.3 季 ) 式 代入 式 (48.33z)， 即 得 Green 应 变 张 量 es，， 
-1 
Ei LV it V iti Vit i ) (A835) 


若 以 变形 后 之 构 形 (坐标 系 {x'} ) 为 寡 考 构 形 ， 将 u 向 变形 后 之 基 矢 分 解 ， 则 得 


U=u0; = 9', 《 -8.366 ) 

au _ 

pr PA CA8 366) 
将 式 (A48,365) 代 人 人 式 CA8,338)， 即 得 太 lmansi 应 变 张 量 ei; 

ei= FV Nit Tt Ti nh 7 (A8:37) 


+ 


Gio ， ~ 
二 :并 以 瞬时 之 构 形 ( xj ) 为 参考 构 形 。 


现 求 胜 时 (变形 后 ) t 之 应 变速 率 


注意 到 2 0, 235-0， (48,33) 
则 由 CA8' 29) 式 得 
Ei:;_ 1 g's 
a 2 O° (a) 
质点 了 上 瞬时 之 速 麻 v 及 其 在 变形 后 坐标 基 儿 方向 上 的 分 解 为 
By 8 ar 
a Fr {《 .48，396 ) 
= Vg = Ug (《 .8.39D ) 
则 得 
al aa 2 /a ay 
oat Af ( 训 ) Bx ( ET ) 2 (Ag 40a) 
= it VY Ug {A8r A400) 
由 此 得 Dj，. 的 ，， .9 
Ey Yar T° er 


267 


= AT 二 《48d11) 
将 上 式 代入 (a ) 忒 ， 即 得 质点 在 瞬时 上 之 应 变速 率 : 
ak 


-1 
| YD, + V0) (Ag* 42) 


上 面 用 拖带 毕 标 系 推 得 的 应 变 和 应 变 率 公式 (A48'35)、tA8:37) 和 (A8'42) 对 一 般 曲 线 
坐标 系 也 同样 成 立 。 

亚 。 连 续 介 质 的 守恒 定律 

下 面 我 们 不 加 推导 地 列 出 四 个 守 伍 定律 的 整体 形式 和 局 部 形式 的 张 量 方 程 ， 它 们 适用 于 
尾 何 盟 线 坐标 系 ， 方 程 中 的 各 量 均 为 张 量 分 量 而 非 物 理 分 量 。 

《一 ) 质 荐 守信 定律 

物体 之 总 质量 在 运动 过 程 中 保持 不 变 。 设 po 入, 表 初 始 有 时刻 之 密度 和 体积 ，p 和 术 表 任 
一 瞬时 t 之 密度 和 体积 ， 则 


M=| ,par =|, pV, (48.43) 
或 DM_[frDnp = 

B= tev er = 0 (A8"44) 
由 此 得 连续 性 方程 

TR + pT t= 0 (A8* 45) 


在 质量 守恒 条 件 下 ， 我 们 有 
元 | oraodz=| [六 《人 二 RES Jav 


加 Dp + i r | 

-| [2 +OWVY ja iprlr + ,opr dr 

_ Drii,! a 半 
= ,0 pr | (CAB 46) 


《二 ) 线 动量 守 悍 定律 

该 物体 瞬时 夺 占 有 体积 所 边界 面 为 4，.4 之 单位 外 法 线 矢量 为 Y。 物体 上 作用 有 面 力 T， 
单位 质量 的 体力 f 和 体 矩 b, 动 量 守恒 定律 裂 明 ， 物 体 动量 对 时 间 的 变化 率 等 于 作用 在 物体 上 
之 外 力 之 主 向 量 ， 即 | 


向 量 形式 

元 jerar = | Ta4 + rar (48.47) 
上 武 在任 一 单位 平行 矢量 场 N 方 向 上 的 投影 为 

Df priNar=| nearadr | priNay (A848) 
上 式 可 化 为 

{Vir rof: -pi Nar = 0 : (A8*49) 


Wilh Pp mi ami pein dt 人 rr PE 
2 i 


局 部 形式 ， 即 上 wler 运 动 方程 为 : 
Viriit pf' = pe | CA8*50) 
三) 动量 矩 守 恒定 律 
动量 矩 穿 盾 定 律 表明 ; 物体 动量 对 学 斥 原点 之 知之 恋 化 率 等 于 作用 在 物体 上 之 钙 力 对 从 
标 原 点 之 咎 。 如 
合用 形式 


| -| J,evar+| 
Dr PY TGF OCY Xf) + bd + AY¥x* Tad CAA8:51) 


十 式 在 任 一 单位 平行 和 拓 时 场 N 方 向 上 的 投影 为 
| pe ad 了 = | os ,PR + | pbsNsqry 


+ | Eal'ripoNidd (4d8.52) 
上 式 中 ，1i 不 是 举 标 ， 市 是 质点 位 置 和 拓 径 r 之 分 量 : 
『 三 1ig; , ob) 
且 有 
了 » ce) 
及 Vili=6 各 《可 
式 (48.52) 可 化 为 
| pbs+ EiiyNaqdr -0 {A8:53) 
局 部 形式 为 
- Eri+pb,=0 ， 《 .4854 》 
可 见 当 有 体 矩 时， 应 力 张 量 不 对 称 。 
{四} 热力 学 第 一 定律 


设 请 表 物 体 之 总 内 能 ，。 表单 位 质量 之 内 能 ， 天 表 物 体 之 总 动能 ， 六 表 外 界 对 物体 所 伍 
之 功 ，Q 表 输 给 物 休 之 热量 ，h 志 热流 密度 矢量 ,9 表 内 热源 单位 时 间 单 位 质量 提供 的 热量 ， 
吕 为 质点 邻 域 的 角速度 矢量 。 热 力学 第 一 定律 表明 :， 外力 对 物体 所 做 之 功 和 输 给 物体 之 热量 
等 于 物体 内 能 与 动能 之 和 。 写成 率 的 形式 为 (上 加 一 点 表 对 该 量 求 物质 导数 六 


E+K=W+Q (CAB*55) 
式 中 
DD -| De (C48:56) 
=- 基 | eedr zf Dt dV 
DFiliwvyare bo | lovvdr C48:57) 
Ko dd Dr)rare 
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y= | Tva4+ pfrvav + | phb'@ay 
| A y Fr 
-| wivwddt+| pfivdr | PDB {A858) 
4 上 [i 
QO = -| h'Ya4 +| pady 
.| Vv 


= - [mpid4 + | ,pady 4859) 


将 式 (.48"56) 一 (A48*59) 代 人 式 (A8+55)， 利 用 Gauss 定 理 将 面积 分 化 为 体积 分 ， 再 利用 动量 
和 和 动量 矩 定律 可 得 


par | +tpy- Thar (48.60) 
局 部 形式 为 
p= riV, ,+p9 -vy (48.61) 
式 中 六 ;为 形变 率 张 量 : 
， P= Vit Yi) (48.62) 
在 绝热 情况 下 得 
pH = ri CA8*63) 


270 


附录 各 向 同性 张 量 与 张 量 函数 


31 仿 射 量 
二 价 张 量 又 称 仿 射 量 ， 才 以 A 表 之 ， 则 
A= -4 ;9 日 (CBI1'1) 
它 与 向 量 Y = vs 的 点 积 ( 或 称 作 用 于 向 其 ) 给 出 另 一 向 量 " 
uU= 中 。V， (B12) 


可 把 A 看 作 一 个 算 子 或 变换 ， 它 使 完 间 的 每 一 向 量 Y 与 另 一 向 量 u 对 应 ， 我 们 称 4 是 变换 A -FY 
的 映 象 。 这 种 变换 是 线性 变换 ， 又 称 仿 射 变换 。 
由 个 或 丙 个 以 上 伤 射 量 之 和 或 点 积 ， 仍然 是 仿 射 量 ， 并 以 A" 表 个 A 的 点 积 : 
A"=A. Beeverh 
人 (B13) 


交换 仿 射 县 A( 式 (B81,1) ) 的 分 量 的 两 个 指标 的 前 后 位 置 所 得 的 仿 射 量 称 为 之 共 恩 仿 
射 量 ， 和 人类 
“= 4g.gi (B14) 
若 A* - = 名， 如 称 A 为 对 入 仿生 。 
对 共 轿 仿 射 最 ， 下 列 关 系 成 立 : 
《IT) 设 a 与 b 为 矢量 。 则 


8 下 bb=b. As.a， 《3175》 
A.a=aA*, (B16) 
(aby*=ba., (B17) 
《 2 ) 设 与 B 为 仿 射 量 ， 则 
(让 :By* = B*,A* 。 (B18] 
洲 仿 射 量 R 满 足 
R*.R=R-R*=| (Bi'9) 
则 称 只 为 正 交 仿 射 量 。 上 式 中 1 为 单位 仿 射 基 
1= g'1919; = 19:91 959:9 (B1°10) 
对 和 拓 量 作 正 交 变 换 时 ， 不 改 灾 矢量 的 模 与 笑 其 闻 的 来 角 。 也 即 设 U 和 Y 为 和 拓 量 ， 则 
( 良 -Y) = Wi (B111) 
(Rey) CRY) = UY (CB1'12) 
此 不 难 由 利用 式 ‘8i1"9) 得 到 证 明 。 
若 仿 射 县 A 的 分 量 的 行 询 式 不 为 零 : 
detR& =|4ij| 寺 0， (CB1'13) 


则 称 上 为 正则 佑 射 量 。 对 正则 仿 射 旺 ， 存 在 着 逆 仿 射 量 & “使 得 
271 


:B=A-1.A=1 


¢ Bl:14) 
对 于 对 称 仿 射 量 和 ， 若 映 象 上 .¥ 与 VY 有 相同 的 汾 向 ， 妈 

AAV= YY {Bll150} 
由 称 此 方向 为 外 之 主 癌 。 上 式 可 写 为 

(A ADV= 0 C B1158 ) 
游 要 VY 有 非 零 解 ， 则 须 

tct( 丰 -让 = | 坊 -Ali =0 C Bl*16e) 
或 

Ai, -4 -0 ( B1166) 
上 式 展开 和 镁 

让 742+ 开 A- 开 =0 © Blr16c) 
式 中 

T= A!, » CH1r170) 

B= ee As Als, ¢ B1176) 

也 = seine" A Ai, As,, (Bi.l7c ) 


为 站 的 三 个 不 变 最 。 甸 二 页 为 对 称 仿 射 旦 ， 故 上 有 三 个 实 根 ， 称 为 站 的 特征 根 〈《 或 称 本 征 
什 )， 每 一 个 特征 根 代 入 式 (81.158) 可 求 得 对 应 的 特征 向 量 《 或 称 本 征 矢 虽 ) ， 当 三 个 特 
征 根 互 不 柑 等 时 ， 其 对 应 的 三 个 特征 册 量 相互 正 交 ， 事 实 上 车 设 加 、 对 应 的 特征 向 量 分 别 
为 W、Ya， 则 出 式 5 B1.150) 得 ， 

页 ,V， = 4Wi， 

BV = AV. : Bl.18) 
分 别 用 Vs 和 Vi 从 去 边 点 积 二 两 式 ， 并 注意 到 A = 大妈 得 

Vash = A VV: 

VBeV = VAY = VA = A VY, 


比较 上 两 式 即 得 

{hi — A Vi Y= 0 ©¢ Bl1*19) 
由 上 式 可 见 ， 当 和 寺村 有 

Vi Y= 0 (C B120) 


即 光 ,与信 正 变 。 而 当 4 = 4 时 Vi 与 Ya: 相互 严 角 可 以 任意 ， 就 中 总 可 选取 与 VY; 正 交 。 于 大 对 
对 称 仿 射 县 ， 总 存在 二 个 相互 正 交 的 主 向 。 现 取 一 新 坐标 系 {x' 修 ， 使 该 坐标 系 的 坐标 线 之 
切线 方向 沿 读 点 处 和 之 主 向 ， 并 以 19:v} 表 该 坐标 系 之 基 侨 。 将 特征 向 量 Yi; 正规 化 ， 使 Vi = 
gi ,于 是 Yi= gi gi = gr; 且 站 重庆 时 91111 =9, 在 新 坐标 系 中 ,A= A451991 将 此 A 的 表 
术 式 及 特征 值 4;; 对 应 的 特征 辣 量 9sr 代 入 式 ( B1130) 得 

A gar = 4619 
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a ea 二 


”或 = jygw 
由 此 得 .4 1 = Age 6 ( 对 8' 不 求 和 》 
这 说 明 在 以 特征 向 量 为 基 矢 构成 的 新 坐标 系 中 由 的 矩阵 [ .427 为 对 角 阵 ， 且 主 对 角 线 元 素 即 
为 特征 值 。 
车 Y 是 上 之 主 向 ， 则 也 是 A" 的 主 向 ,这 里 ”为 正 整 数 。 事 实 上 从 去 边 用 A 点 积 式 ( 昌 1*15a ) 
两 过 得 
AMV = AAA V = 下 V。 
继续 同样 的 运算 即 得 
下" 有 一 
可 见 Y 也 是 "的 主 向 ， 且 A" 的 特征 什 即 为 4"。 
车 民 为 正 变 仿 射 量 ， 则 称 B = R'A .Rs 与 入 相似， 两 相似 仿 射 量 有 相同 的 特征 粮 。 事 实 上 
设 4 为 B 之 特征 根 ， 则 有 


8- 宙 =0 
或 IR.A.R*— AR R®| = RE 一 人 TRY = 
由 式 (B81-9) 得 |R| 志 0，1IR*| 二 0， 故 得 

IA—All=0 


可 见 4 也 为 入 之 特征 根 ， 而 特征 根 相 同 之 仿 射 莉 也 必 相 侯 。 


§ 2 各 向 间 性 张 量 


车 一 个 张 量 的 分 量 填 在 所 有 不 同 取向 的 正 交 坐标 系 中 是 相同 的 ， 则 称 为 各 向 同性 张 量 。 
车 仿 射 量 和 A 为 各 疝 同 性 张 量 ， 则 要 求 对 任意 的 正 交 仿 射 量 R 下 式 恒 成 立 ; 


A=R.A.R* ( B2,10) 
或 A'R=RfR.A © B2.18) 
将 上 式 用 矩阵 表示 则 为 
(CAIsI ERS I= CRisY LAY) ¢ B2.1c) 
可 以 证 明 ， 二 阶 各 向 同性 张 最 具有 如 下 形式 ， 
A=al 《 已 2.22 ) 
式 中 o 为 任意 常数 。 事 实 上 由 于 R 的 任意 人 性， 我们 可 取 
‘~-1 0 0 
[RD 0 1 9 
0 0 1 


代 人 式 ! B21c), 得 
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由 此 得 : 45a= ALi= Als= At =0 


再 到 ”1 0 0 
cs 0 1 1 
0 0 -1 
你 可 得 : Ass = AS=0 
即 [4:2 为 对 角 阵 。 此 时 簿 分 别 取 
{0 1 0 1 0 1 | 
| 1 0 1 和 [RDI=| 0 0 1 | 
0 o 1 0 
代入 起 (B210) 可 得 40 = A 和 y= 4 和 = 4G。 可 见 A4;,=a6;， 即 
A= adg,9: = 491g;g; = 09,,9'9i C B226) 


若 与 为 汪 阶 各 向 司 性 张 量 ， 则 与 日 并 习 或 亚 进 行 基 舌 换 位 所 得 的 四 阶 张 量 也 为 各 向 
同性 张 基 。 同 型 的 这 种 张 量 只 有 三 个 是 独立 的 ， 即 


6)679.999' = 9 191999! ， 


Si 01999*9 = 097911g,9;959: 


Si BAY = 319189i9igkgi 。 
故 最 一 般 的 四 阶 各 向 同性 张 基 为 
| E= (Ag 0 + HO GS YI LG). 9:9 《 B23) 
式 中 放 、 上 LE 、2 为 常数 。 | 


§ 3 张 量 函 数 、 各 向 同性 张 量 函 数 


自 变 量 是 张 量 的 函数 称 为 张 基 函数 ， 其 荡 数 值 车 为 纯 量 ， 则 称 纯 量 值 张 基 函数 ， 若 函数 
情 为 张 量 ， 则 称 为 张 量 值 张 量 函 数 ; 例如 
N= fT,Y,Q) B31l)} 
F= FT, 已) : {《 B32) 
这 里 入 、 晶 为 纯 量 ，F、T 为 仿 射 张 量 ，Y 为 矢量 。 
车 对 任意 的 正 交 仿 射 最 R， 下 述 头 系 成 立 
= FRR ReV ,DO) CB3:3) 
RF-R*= FR:T.R*,R.Y,O) CB3:4) 
其 四 国 数 形 式 了 不 变 ， 则 称 为 各 向 同性 张 悬 图 数 。 
设 选取 坐标 系 19}， 在 正 交 变换 R 下 得 到 新 党 标 系 {gjj， 其 中 gy =R'g:，9' =R"g'。 


则 向 县 Y 在 坐标 系 19.} 中 之 分 甚 Y,gC = ) 等 于 VY 的 映 象 Y=R"Y 在 坐标 系 {gv 中 之 分 量 
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R.V.g7(-30) = VvReR.gi = Vg 而 仿 射 量 A 在 坐标 系 19,,} 中 之 分 量 9 ,Agi( = 41) 等 
于 A 的 喘 象 和 = R.A.R® 在 坐标 系 人 9: 中 之 分 量 旦 RAR .gil = 4 二 Rgi R.A-R*,R.g; 
= 旦 "RR Ag = 入:9 即 在 坐标 系 {9 上 观察 Y 积 六 同 在 坐标 系 19;: 个 上 观察 民 'Y 和 
R.A.R* 是 相同 的 。 若 在 两 坐标 系 中 函数 的 形式 了 也 相同 ， 则 称 此 函数 为 各 向 同性 张 量 函 - 
数 。 

例如 ， 各 向 同性 线 弹性 斥 的 应 变 能 函数 与 本 构 方 各 


W= Fe = FeE:e . ( B35) 


与 t= P(e)= Ee, ( B36 ) 
辣 作 任 音 正 交 变 换 R* s+:R* 时 ， 使 应 力也 产生 相同 变换 RR.T.R*， 则 消 数 形式 了 与 下 应 保持 
不 变 ， 这 要 求 E 是 各 向 同性 张 量 ， 即 E 由 式 (82,3) 宸 达 。 将 式 (83,6) 写 成 分 量 形 式 为 
Ti 二 Eijstie,l 
= AU AON + PII iT es! 
出 应 变 张 量 £41 的 对 称 性 可 得 4= +， ， 由 此 
TH = Eiirle, . 
= CAgigr! + HCO + OHI) en C B37 ) 
即 独 立 的 弹性 带 数 只 有 两 个 ， 即 车 入。 
“对 各 向 异性 体 ，E 不 是 各 向 同性 张 量 。 


$ 4 各 向 同性 张 量 国 数 的 表示 定理 


设 
$= (TT) CC B41) 
为 各 向 同性 张 量 值 张 量 函 数 ， 即 对 任意 正 交 张 量 R 均 满足 
RS.R*= PR. TR*) CB4'2) 


这 里 ，$ 与 T 为 对 称 仿 射 量 。 试 求 函数 下 的 形式 。 
首先 证 明 ，T 的 主 向 也 是 $ 的 主 向 。 设 &, 为 T 的 主 向 ， 其 相应 的 主 值 ( 特征 值 ) 为 1， 
选择 一 正 交 变换 R 使 得 
Ral= 一 ai \ 
Ru=u， 当 UW'&, = 了 时 
此 为 相对 于 履 直 于 a 的 平面 的 一 个 反射 (图 Bi)。 因 为 T 是 对 称 
的 ， 静 (al，&:，as ) 构成 正 交 基 矢 。 在 读 堂 标 基 中 ，【 关门 为 


对 角 阵 ， 而 民 的 分 量 的 矩阵 [AR; ;为 


CHB4.3) 


-1 0 0 图 Bit 反射 变 搞 
CRiI=| 0 1 0 (Ca) 
0 0 1 


275 


几 此 得 R,T'R* = 了 T， 再 由 R.S.Rr = 三 (R.T.Rs)= 产 T)=S 得 RS=S.R。 于 是 有 

只 .Sa)=S.Ral-= -(S.al) 
即 变 换 R 只 使 Sa 向 量 改 变 符号 指向 ) 而 不 改变 方位 。 而 由 式 (B4.3) 可 见 ， 在 变换 R 下 只 
改变 向 量 符 号 的 方向 只 能 是 a 方 向， 可 见 S. ai 与 az 同 向 ， 即 有 

Sa = pa ( Bd.d ) 
这 里 4 为 实 当 数 , 可 见 a1 也 是 $ 的 主 向 ,因此 T 的 每 个 主 向 也 是 $ 的 二 向 。 注 意 到 相似 张 量 的 主 
值 相同 ， 上 友之 卡 值 相同 的 张 且 也 必 相 似 , 于 是 一 组 主 值 4, 规 定 了 一 类 相似 张 量 RR.T.R* ， 而 由 
式 ( 了 42 可见 此 相似 张 量 也 确定 了 一 类 相似 张 基 RS.R*， 后 者 确定 了 -- 组 主 秆 上 。 疏 4 为 
4 的 国 数 ， 即 


二) { B45 } 
注意 到 取 主 向 为 华 标 轴 时 $ 与 T 成 为 对 角 阵 ， 且 主 对 角 线 元 素 3, 与 分 别 为 上 与 本 ， 即 : 
"5, 1 7 p(T, Ta, Ta) 、 
S -| 5, -| pa TT Ty) | (B46) 
Ss |! Het TisT2 Ta) ys 
了 fA 
T = 7， =| a 
T, 14s J 
作 变 换 
Uy 1 0 
R = 0 1 ， 《五 》 
、 1 他 0 | ， 
1 由 式 〈 呈 4.2 ) 得 
‘7, | 了， 
Ts。 7 = RT.R* = Ts Ce) 
TT, T, 
5, | pF,, Ts, Ts) facTe TT 
S = Ss = pa Ti Ts, Ty) =| AT TD) 
54 | 、 Wat TI ,末了 Ha Tas Ta D1) 
『 > Pa | 
=R.$ | Ss =| KT Tas Ta) td) 
由 此 得 Si p(T Tas Ts) 
Ss= HT Ty T= Tz Ts TT 9 
当 作 变 摘 
0 0 1 
R=| 1 9 ,| (Ce) 
0 1 0 


276 


时 ， 同 样 可 得 
Ss= TT; Te) = (Ts, TT Ts) 
即 所 有 3 之 主 值 3, 都 可 用 同一 个 国 数 吕 ,= 4 表示 : 


二 上 ， CBd'?o) 
Sr= HT Ts,T,) CC B47b ) 
Ss=uTs TT) {《 五 4*7c 


只 须 在 国 数 上 中 对 自 变量 下 标 作 循环 置换 即 可 。 
车 再 分 别 取 以 下 的 R 对 (4'7) 诸 式 作 变 换 ， 


1 0 0 [0 1 0 0 0 1 
R=io 0 | = 1 0 | R=I0 1 (f) 
o 1 0, ‘0 0 1|, ao 0o, 
则 可 得 
Si HT Te To) = HT Des Tso), (4.85 ) 
GT) C B48b ) 
= HT TT = FT Ty ,To (号 de8c ) 


ma 7 ， 7) 中 7 与 互 换 即 得 $: ， 而 Ts 与 刀 瑟 换 即 得 S:。 由 此 ， 当 主 全 


A, 均 不 相同 时 ，S$; 的 最 一 般 形式 为 

Si= pt pT + pT Ci =1,2,3) € B40) 
式 中 由、 和 和 有 为 T 的 主 不 变量 T、 开 、 焉 之 函数 ， 其 中 和、 加、 以 对 称 形式 出 现 。 由 于 
关于 go，、p#:，、 和 方程 (五 49) 的 系数 行列 式 不 为 替 ， 即 


1 人 1 "7 1 A 4 


= AA) CA As As — AVSE0 (B410 7 


改 由 式 《 24:9 ) 可 确定 pv、g1、 名 2。 
由 于 $ 种 TT 的 二 向 相同 ， 则 (B84.9 ) 式 可 写成 张 量 方程 


9 i 人 T+ 1 
Ss = go 1 + Pil Ts 十 人 六: 7 
| 
即 3 】 1 | | T, Ty | 
$= gol+ pT + PT : (B411) 
当 T 有 两 个 主 慎 相 同时 ， 行 列 式 (B4:10) 之 值 为 零 ， 则 go，、，Fl:、99 不 能 确定 ， 
式 (B4*11) 不 成 立 。 这 时 可 取 
$= gol+gT ¢ B412) 
而 当下 的 三 个 主 值 均 相同 时 ， 应 有 
$= poT CB4*13) 
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附录 4 极 分 解 定 理 


设 F 为 实 的 # 阶 非 奇 异 方 阵 . 
IF| 寺 0， ( C11) 
天 它 可 唯一 地 分 和 解 为 对 称 正定 炬 降 与 正光 蝶 阵 之 积 或 正光 算 降 与 对 称 正定 矩阵 之 积 ， 即 
F= VR， CC'2) 
F=RU, (C3) 
涝 中 Y 和 UU 为 1 阶 对 称 正定 矩阵 ，R 为 # 阶 正 交 拒 阵 。 此 称 为 极 分 般 定 理 ， 下 症 给 出 此 一 定理 
的 证 明 。 
他 
六 = 和 IT CC*d) 
则 上 为 实 对 称 筷 阵 ， 赦 总 存在 一 正 交 年 阵 及 使 得 
下 = 上 OAQ7 (CC'5) 


为 对 角 阵 。 式 中 右上 标 “7” 表 转 置 。 将 式 〈《C"4 ) 代入 上 式 得 
A=QFrFQr=(QFQ7)7CQFQ2) 


=FrF ， CC.6) 
式 中 
F= OFQr， (CC.7) 
由 式 (CC.5) 得 | 
FF,, { 当 j 《站 8 
- = Ai, 当 j = i 
这 里 有 也 ; 为 对 角 阵 让 约 主 对 角 线 元 素 。 根 据 式 CC*7),F 也 是 非 奇异 方 阵 ， 故 有 
有 = 局, 矶 >0 。 ，( 对 & 求 和 ， 对 1 不 求 和 ) (C.9 ) 
由 此 得 
[A| = dd (C10) 
即 让 为 正定 矩阵 ， 因 而 根据 式 《< C-5)，A 也 为 正定 矩阵 。 
仿 
A = Us = FrF CC:11) 
代入 式 CC'5) 得 
下 =QuzQr= (QUQrCQuQr ) = 中 CC.12) 
式 中 
U=Quer (C13) 


也 是 对 角 阵 ， 且 主 对 角 线 元 素 吕 ,= :V7 ， 不 失 一 般 性 我 们 可 取 UU; 均 为 正 什 
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则 YU 为 正定 矩阵 。 于 是 由 (C.13 ) 式 即 证 明了 
U=QruQ 
为 正定 对 称 方 阵 ， 其 元 素 为 

Uj = Q UrQ 


一 > QU o 
h=1 


现 令 
R= FU-: ， 
可 证 明 民 为 正 交 和 矩阵。 事实 上 < 注意 到 (4C 11) 式 ) 
RTR = UF/FYU-: = UUUU-! 
=1, 
由 此 就 证 明了 极 分 解 定 理 CC'3) 式 。 同 样 可 证 明 极 分 解 定 理 (C3) 式 。 
现 证 明 极 分 解 (C.3) 式 的 唯一 性 。 设 存在 男 一 种 分 解 


F = RU’ 
出 侠 

U'= R'7F = R'7RU 
由 此 得 

U’= UTU' = CURTR’) (R/TRU) 
可 见 

U = 


将 上 式 代 入 式 CC*19 ) 即 得 F = RU， 由 比 得 
R’= FU-! = RUU-: 
=R, 


(CC:14) 


(CC.15 


CC16) 


CCO*17) 


COC:18) 


CC19) 


(C20) 


{Cr2l) 


于 是 证 明了 按 《 C3 ) 式 的 极 分 解 是 唯一 的 。 局 样 可 证 明 按 式 《C，2 ) 的 极 分 解 的 唯一 


性 。 


现 证 明 ， 按 式 《 C*2) 和 式 (C'3 ) 两 种 极 分 解 的 正 变 矩阵 R 是 相同 的 。 用 反 证 法 ， 设 


天 种 极 分 解 的 正 交 和 矩阵 不 同 ， 即 前 (C,3) 式 
F= RU， 
F = YR, 

上 两 式 堪 乘 R 7 得 


(C22) 


(CCr23) 
{Cr24d) 
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田 式 ( C+24 ) 可 见 《 R?F ) 为 正定 对 称 阵 ， 而 根据 援 分 解 (C.3 ) 式 的 唯一 性 它 应 等 于 U， 
于 是 由 《Cr*23 ) 式 得 


U=RIRU 
由 此 得 
RIR = | 
从 而 得 到 | 
R=R . (C25) 


这 就 证 明 两 种 极 分 解 的 正 交 垂 阵 R 是 相同 的 。 
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附录 了 D Cayley - Hamilton 定理 


设 和 A 为 n 阶 方 阵 ， 其 特征 多 项 式 为 . 
fia)= At- A|l=0, D1) 


Cayley-Hamilton 定 理 指 出 ， 方 血 满 足 自己 的 特征 方程 ， 邯 

f(A)=0 CD:2) 

证 明 (湖山 (527])， 邻 

fa) = | 一 A| = A — 0A" +oA + (-1}"g, CD3) 
用 (大 -站 ) 表 矩阵 (4 一 A) 的 伴随 矩阵 〈 指 用 矩阵 所 有 元 素 之 代数 余子 式 构成 之 矩阵 ) ， 则 
它 的 元 素 至 多 是 4 的 # -~ 1 次 和 多项式， 盔 可 把 【4 一 站 ) 开 为 

(THEA) = BA B+ ， (万 ,4 
式 中 B, ( 1 = 1，2，.…，# ) 均 为 由 常数 组 成 的 z 阶 方 降 。 由 于 

《4 一 中 六 在 一直) = det( 砷 一 下 =1 /CA), . CD'5) 
将 5D"4) 式 代入 上 式 有 

CA AYCB A + BA + + BArB, ) =1.f(4), 
展开 得 | 

B.A'+ (Bs — AB, :+ (Bs — ABs)A" + +(B — AB;-1)A4- AB, 

= 4" -old lt oA + t+-1)" oid ol ‘CD'6) 
比较 上 式 两 边 同 次 备 的 4 的 系数 矩阵 得 

:=| 
B, - AB, = -al 
B, -AB, = a 


B, -AB,_, = (-1)" 0,-,l 

-BB, = C-1)"anl 
用 A"、BB*-1、"… 丰 、| 分 别 乘 上 面 各 式 ， 然 后 相 加 ， 得 

BA* 一 可 丙 41 十 四 站 < 十 se 寺 《-1)96i= f(A) = 

= A"B, 十 成" 一 区 所 :一 下 日 ) 十 A BAB + 

+ACB, —- AB...1) -AB,=0 

这 就 证 明了 Cayley~Hamilton 定 理 。 利 用 此 定理 ， 对 于 mm 之 + 的 A"， 均 可 用 1， 下， 下， 
上 "表示 。 
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附录 ”Carathéodory 定 理 


设 有 # 个 独 并 变量 y, 组 成 的 # 维 Euciid 空 间 、 而 


Fey ya) = C= const, | 《五 1) 
法 空间 中 的 超 曲 面 ， 则 
df= 4 A dy. = gradf "dy = (CE.2) 


二 交大 机 证 关 是 ， 为 由 各 (有 1 ) 天 大风 二 而 上 的 线 元， 大 (有 2) 二 由 过 
超 曲面 上 任 一 点 已 而 处 于 超 曲 面 ( E+1 ) 上 的 线 元 dy 与 过 该 点 的 梯度 矢量 正 交 。 

令 拓 量 
Yly.) = Ogradf : (CE.3) 
式 中 8 = go Yowry ys ) 为 一 标量 因 了 于， 则 矢量 场 Y 与 曲面 ( 万 .1 ) 正 交 。 显然 ， 过 曲面 上 
任 一 点 而 与 Y 正 交 的 路 径 dy 均 落 在 曲面 f 上 。 实 际 上 车 

Ydy=0 {E40) 

或 Ydy,=0 CE.4b) 
则 由 式 5 互 “3 ) 得 路 径 dy 满 足 df = 0， 即 dy 在 曲面 上 。 由 此 得 出 结论 ， 设 +n 维 Euclid 空 间 中 
”有 一 超 曲 面 ( 万 :1 ) ，Y{《y) 为 该 空间 中 的 一 矢量 场 ， 它 与 超 曲面 《 巨 ,1 ) 正 交 ， 又 设 P 为 
超 曲面 上 的 一 点 ， 而 :为 已 点 无 限 小 邻 域内 的 但 不 在 超 曲 面 上 的 另 一 点 ， 则 不 可 能 用 满足 
〈 豆 .4 ) 式 的 几何 路 径 将 P 与 P' 点 联结 起 来 。 

有 趣 的 是 存在 着 上 述 结 论 的 道 定理 , 它 由 Carathtodory 提出 ， 并 称 之 为 Carathéodory 定 
理 。 此 定理 在 证 明 录 在 不 可 他 热力 学 系统 中 作为 状态 函数 存在 的 过 程 中 起 着 关键 性 的 作用 。 

Carath&odory 定理 ， 营 4 维 Euclid 空 间 中 一 点 了 的 无 限 小 爸 域 内 存在 着 另 一 点 P', 它 不 
能 用 满足 CE.4 ) 式 的 几 人 路 径 与 P 点 联结 起 来 ， 则 必 存 在 一 过 卫 点 的 超 曲面 《上 "1 ) ， 所 
有 满足 C 世 "4 ) 式 的 几何 路 径 金 落 在 此 超 曲 面 上 。 也 即 存在 一 积分 分 母 9(y,} 和 阔 数 (yi)， 
使 得 


Vdy=df | (CE.5) 
或 Y= 6 (CE.6) 


其 中 了 ,为 和 尔 量 Y 的 分 基 。 

下 面 我 们 以 三 维 Euclid 空 间 为 例 给 以 简要 证 明 。 过 书 点 画 一 直线 《图 下 1 ) ， 在 工 点 的 
邻 域 它 不 与 Y 正 变 ， 若 dy 为 【的 线 元 ， 则 Ydy 夺 0。 过 P' 点 画 另 一 曲线 1， 它 在 了 点 的 邻 域 
满足 ，(1) 【的 线 元 dy 与 Y 正 交 ， 妈 Yrdy¥ = 0，(2) 4 位 于 由 1 与 忆 点 确定 的 平面 上 。 显 
然 ， 在 P 点 邻 域 ! 与 7 不 平行 ， 且 由 于 1 位 于 含 1 的 平面 上 ， 故 下 与 1 应 相交 于 一 点 外 。 
点 己 不 能 用 满足 式 ("4 ) 的 路 径 与 点 联结 起 来 ， 若 不 然则 P 点 就 能 用 满足 式 〈 忆 4) 的 
几何 路 径 与 点 联结 起 来 ， 送 与 前 担 假 设 蔬 盾 。 由 于 P' 点 无 限 接近 点 ， 故 点 也 无 限 接 
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以 了 因 厚 线 图 E3， 过 P 点 满足 起 《 它 ,4 ) 的 
的 生意 梓 面 曲线 族 构 成 一 曲面 f(yi) 一 C。 
近 己 点 。 

在 己 点 邻 域 作 男 一 直线 1 于 行 于 1 图 E2)。 令 让 与 1* 为 任意 的 光 沸 柱 面 的 母线 ， 并 
分 柱 面 为 了 , 前 柱 夯 ) 各 王 :( 后 柱 夯 ) 两 部 分 。 在 三 ,上田 己 点 出 发 作 其 线 元 dy 满足 5 已 4 ) 
式 的 曲线 己 ， 则 曲线 它 是 唯一 的 ， 此 因 dy 应 与 Y 正 变 ， 又 必须 在 杜 面 之 ;上 ， 面 桂 曾 不 与 Y 正 
交 ， 因 此 dy 的 方向 就 确定 了 ， 仪 可 能 相差 一 个 符号 。 令 曲线 忆 与 !* 变 于 吕 虑 ， 并 将 曲线 向 
全: 延 伸 最 后 双 与 1 相交 于 玉 点 ， 则 矿 点 必须 与 点 重合 。 因 营 不 然 ， 我 们 可 将 之 :连续 变形 使 
其 趋 于 世 ,， 则 UY 就 趋 于 UP， 甩 YY 沿 1 趋 于 户 点 ， 但 上 闸 已 证明 洲 不 能 道 过 满足 CE',4) 式 
的 几何 路 从 < 此 时 即 PUY 曲线 ) 与 呈 点 连接 想来， 此刻 盾 仅 在 玉 与 P 重合 的 情况 下 才能 解 
决 。 

现 使 光滑 柱 面 了 ,连续 变 脱 (但 仍 以 1 与 1* 为 其 母线 )， 就 可 产生 过 呈 点 的 满足 式 ( "4 ) 
的 曲线 翅 , 它 扫 过 叭 一 的 曲面 f(y,) = C 《常数 ) ( 见 图 E3 ) ,此 曲面 确定 线性 微分 型 (EE,4 ) 
式 的 通过 点 的 积分 ， 且 因 满 足 ( "4 ) 式 的 曲线 族 的 每 一 曲线 在 户 点 处 与 ¥ 正 交 ， 故 曲面 
的 梯 许 矢量 gradj 在 已 点 处 之 方向 平行 于 Y， 四 此 有 

Y = grradf 
式 9 = 和) 称 为 积分 分 母 。 由 此 得 


Ydy = gradf ray = df 


此 即 所 要 证 明 的 。 
上 面 的 证 明 不 难 推广 于 + 维 Euclid 空 间 。 
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26 “0 0 0 
用 0 “0 0 0*— 302 a 
(1) E=| 0 oif2 a -= 2¢1— a2)? C1— qa) 
0 ga of2 a 04— $a 
0 Ua TO 


(2) Fs=F- Vit2r ~ 1 


(3) En = + 3s Aw=v 1+2Fy 


1 册 1 
nr Hi 3 1+)) 
2+7 Uor~Up= — 8 ~ 8 + 38, 
1 
Ug: 一 Up = 2 (8-02+3,.50:) 
1 
Ugs— Up= 《一 外 一 62+3758s) 


dup={—81— B+ doyds 
日 PP， 则 Uo 一 up 方向 dWp 方 向。 


2.8 /2 0 -2 0 0 0 
ei= 0 2 1 | 中 -|0 0 1 
~、-21 0 [0 -1 0 

2 
-Tt 


2:9 应 迹 主 值 I = 一 2 ， 开 = 2， 二 8， 主 方向 为 
n= 2 2 ON 3 /VB Ne (V6 -lV 6.2/v 6 ) 


2°10 1 0 0 三 0 0 
-| 1 a | i 0 
~ 如 0 必 1 


2.11 n=(0, v3/2, -1/2), 和 n= (0, 0, 1) 


2°*12 2 -2 0 
E= 一 了 2 0 , 主 值 为 出 0, 4 
0 0 4 


2 -2 0 

e = i- 2 a 0, 4d/9 
0 0 4 

2,13 半 轴 为 V3，W6，V 2， 其 方向 为 
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nm ={1,0, 0), n= (0 1/V 2, -1/v 2), ns={0,1/v 3, 1/v2) 


3.14 的 ) 0 ~ 
0 1 -- 1  ，- 
U = 2 3+1l) FVFlV3-3) 
看 1 、- I 
2 IVI3TD) TY3+3) 
1 0 0 
1 一 1l_rvs- 
0 VE) 2 
av“2V3) vv 本 (2+2w3) 


一 、 1 1 1 
2*15 三 个 半 轴 为 0 = 六 V3， 一 术 和 一 这 了 其 方向 为 : =(1， 0， 0)， na=(0， 


V3/2, -1/2), ns= (0, 1/2, 3/2) 

3"1 《1》 加速 魔 分 量 G = 0，9s =2%/ (1 +1)2，Gs=6Xsf/ (1 + tf)? 
(2) Xi = RATTD, X= + a= Xl + 
(3) d= 0, t=2X,, gs=6Xs(1+t) 

3*3 流 线 方 程 为 (XI/ 开 :=f 站，( 入 /下 1 =X9/ 玉 9， (Wo/4) = (Xz/ 太 9)*。 入 线 方程 即 
为 题 3*1(2) 的 答案 ， 从 中 消去 上 ， 可 见 其 与 流 线 方程 一 玛 。 

”3.3 质点 运动 上 路线: (一 A)?+( 加 +B)?=e -2614 = le ?5 X= At(e Bi/A)sinAA , 
有 := -BB-(le siiycosiA 

3.5 速度 梯度 为 和 一点 之 变形 率 V 为 


6318 3%12 0 | 6 1,5 0,.5' 
上 = 0 dXaxs 2X2 | {Vp&= 11.5 # 1.5 
WX iN XIX2X3 0,5 1.5 2 


; 74 i 89 
王 点 之 偶 长 率 为 -5 -， 前 切 率 为 -5 
3+13 人 1 有 + Hfiy + Fan 一 站 。 


3v"d5 Vi = Ci 十， 式 中 日 为 一 常数 。 主 伸 长 率 与 坐标 取向 无 关 ， 为 简化 取 各 轴 沾 


方向 ，Y 轴 尚方 向 ， 则 六 is = a ， 共 余 Vij = 0， 求 得 主 伸 长 率 之 值 为 和 = ，As = 
一 656，《 六 一 个 为 0 )， 主 方向 与 入 交 45" 篇 社 平行 于 有 x 米 的 方向 。 


1 a y GD 
3"17 Vos = OU /ops Vet= 殊 + Vs = B2 


1 1 Bon ei 
Vor= (3 0 + ap 2 
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ee wi 


Fo- (e+! 2 )， yes= ) 2 


2 02 + 0 a ap a2 
4*1 了 8 :ov 圳 = 0 
4d:6 vi = Axi/r? 
4*11 ou ,= PCY? ~ 3 yd cr + 37 3)) 
4:14 Eocv-cy nc=0 
4.15 [cvcv-c]n=[T3 


式 中 : tT) -To 写成 分 量 形式 为 ; 
[co -co n=0 


5 4 w= (27+.) i,— pli 
5。5 U= |， WdV = uac2a4r 工 = MaL/? 
5，7 Gu = HVCV$) SHV HO)/2 
dr9 tp = Gr/ (8+ as) 
511 VAS 4 =UBS8 
ds Ts 1 dus Li 
9"14 Vv gr ty dr ” Ta 
y, = 4(" 人 ) (oa -rp + (Bb oscln(r/ay /lntb /a)) 
- DY Ov fr! 
5"15 》 Viv; = -Ae “十 By 一 4 
mobz 
Us = pntosr + rl- Cx/ 0 ~ CY/0)) 
G8 g (+)= 4+ 名- 式 中 ，A、B 为 积分 曾 数 
6*9 A= 。 w/v CC, Ac= Cp 
6,11 Ty*+p(lx)}= 0 {y=d*y/d 2*) 
2 妇 
6'12 TVW +P xX Y=0 V7 gx + By 
6.13 平衡 方程 五 yy +Qs 0 
这 界 条 件 ， A4 端 64= 0，dy4a= 0 
BB 端 Mp= 0， Qa= ~ kya 
6+14 Fly +py +Py =0 [1 
Fliyt?+py” = 0 (xD 


6"15 执 向 振动 微分 方程 为 ， 
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边 输 条 件 


(E Au)’ ~ ut+F(x, =0. 


X= 0 No = CEAW):-n 或 ductd, =0 
x=L, Nri=[CEAW x-L 或 ExtL, =0 


28 ;人 ,多 
a + Tr aks 


lL 20 ,2p Ed 
ZH + Hy) srr + Tsar tlilsar 
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